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Prefacio

Para o estudante

Este livro tem como foco o aluno e suas dificuldades. A ordem de apresentacdo do conteiido e
a metodologia foram discutidas com varios colegas do departamento com grande experiéncia
no ensino de Algebra Linear na graduacdo e pés-graduacio. Um exemplo disso é a concepcdo
do primeiro capitulo, que explora a Geometria Analitica, em parte ja vista pelos alunos no
ensino médio, e introduz conceitos chaves da Algebra Linear.

O livro possui cerca de 230 exemplos resolvidos. Procuramos destacar no texto os erros
mais comuns dos alunos e estimular o uso de tecnologia em todos os capitulos. Incluimos
num Apéndice um tutorial do software WxMaxima, disponivel livremente na Internet (é software
livre). Possui versdes para MAC OS, Windows e Linux.

E parte fundamental do curso resolver exercicios, tantos quanto for possivel. Ao final de
cada capitulo existem exercicios divididos em 4 grupos:

e exercicios de fixacdo: Devem ser feitos imediatamente ap6s a leitura do texto. Sdo
de resposta imediata (célculo mental ou conceitos simples). Ndo saber resposta correta
sugere um retorno ao texto. Deve-se fazer todos antes de seguir adiante.

e problemas: S3o os principais exercicios do capitulo. Todos devem ser feitos.
e problemas extras: Caso o aluno ja tenha feito todos os problemas.
e desafios: Para se aprofundar na disciplina. S3o opcionais.

Todos os exercicios de fixacdo e todos os problemas tem respostas no final do livro. Quase
todos problemas extras e desafios também possuem respostas. Sao cerca de 90 exercicios de
fixacdo, 110 problemas, 150 problemas extras e 80 desafios.

Porque um novo livro?

e Este livro pode ser aperfeicoado por qualquer pessoa por ser disponibilizado através da

licenca =8, que permite o re-uso do material. Imaginamos que daqui a 100
anos o departamento de Matematica Aplicada da UFRJ ainda estard utilizando uma
versdo deste livro: todo o trabalho dos autores iniciais e subsequentes ndo sera perdido.
Para detalhes consulte: http://creativecommons.org.

e Permitir aos alunos de todo o Brasil acesso facil (internet) a material gratuito e de
qualidade por ser certificado pelo Departamento de Matematica Aplicada da UFRJ e
por colegas de todo o Brasil.

Vil
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e Necessidade do nosso departamento, responsavel pelo ensino de Algebra Linear na UFRJ,
incluindo toda Escola de Engenharia, de aplicar prova unificada e, consequentemente,
criar um material padr3o para o curso.

e Produzir um material com conteido que serd efetivamente utilizado em sala de aula
pelo aluno. Na nossa experiéncia, os alunos preferem livros finos, que sdo faceis de
transportar e estimulam a leitura.

e Produzir transparéncias para sala de aula diretamente acopladas a um livro.

Criamos um pacote completo para um curso de Algebra Linear: além deste texto, foram
produzidas transparéncias. Tudo isto esta disponivel em www.labma.ufrj.br/ “mcabral/
livros

Como foi escolhido o material?

Determinamos os tépicos tomando por base o curso usualmente ministrado na UFRJ, cujo
pablico alvo principal sdo alunos da Escola de Engenharia. Além disso o componente estético
foi fundamental: os alunos devem perceber a beleza da Matematica. Algumas escolhas
importantes foram feitas:

e Capitulo inicial apresenta conteido principal do curso sem grande formalismo: ve-
tores e operacdes no R"™, equacdes paramétricas e cartesianas, espacos gerados (retas
e planos), combinaces lineares, dependéncia e independéncia linear. Estes temas sdo
retomados no capitulo de Espacos Vetoriais, mas acreditamos que é importante uma
exposicdo, logo no inicio, destes conceitos.

e A solucdo de sistemas lineares é feita através da eliminacdo de Gauss. A regra de
Cramer & uma secdo opcional do capitulo de Determinantes. Interpretamos a solucio de
sistemas através de interpretacdes do produto matriz-vetor. Assim o conjunto-solucdo
é visto com a linguagem de espaco gerado, apresentado no primeiro capitulo, e também
do ponto de vista geométrico, intersecdo de retas, planos, hiperplanos, etc.

e Espacos vetoriais de polindmios e funcdes ndo sdo meros exemplos, sdo centrais
para a formacdo de engenheiros, matematicos e fisicos. Algumas aplicaces importantes
sdo: equacdes diferenciais, aproximacdo de funcdes por polinémios e métodos numéricos
como elementos finitos.

e Matriz aparece, inicialmente, somente como forma conveniente de resolver sistemas
lineares. Apds apresentar transformacdes lineares (TLs), matrizes sdo vistas como
representacdes de TLs. Apresentamos TLs (e matrizes) geométricas: projecdo, reflexdo,
rotacdo. Relacionamos operacdes de soma e composicdo de TLs com operacdes entre
matrizes. Definimos o produto entre matrizes como consequéncia da composicdo de
TLs. Fica claro que o produto de matrizes ndo é comutativo pois a composicdo de
funcdo (ainda que seja linear) ndo é comutativa. A matriz inversa é calculada por

escalonamento.

e No capitulo de produto interno focamos em projecdes e no método de minimos
quadrados. Apresentamos projecdo ortogonal de fun¢des como forma de aproxima-las,
preparando o aluno para métodos numéricos.


www.labma.ufrj.br/~mcabral/livros
www.labma.ufrj.br/~mcabral/livros

e Determinante é definido inicialmente como area (volume) com sinal, para depois ser
apresentado algebricamente. Optamos por focar no algoritmo de célculo utilizando
operacdes elementares por ser mais eficiente e ligada diretamente aos conceitos. Apre-
sentamos a conexdo com mudanca de varidveis na integracdo maultipla e a definicdo de
produto vetorial e misto em R3?. Como secdo opcional, colocamos uma discussio de
como interpretar o sinal do determinante.

e Autovalores e Autovetores sio apresentados em conex3o com interpretacio geo-
métrica. A teoria de diagonalizacdo de matrizes é aplicada em célculo de poténcia de
matrizes e classificacdo de formas quadraticas, relacionados com o teste da “derivada
segunda” do calculo diferencial de vérias varidveis para determinar se um ponto critico
& maximo, minimo ou ponto de sela local.

e Enfatizamos ao longo do texto (capitulos de Sistemas Lineares, Matrizes, Determinante,
Autovalores e Autovetores) a visdo moderna de uma matriz por blocos, fundamental
para a computacdo cientifica.

e O escalonamento é o algoritmo principal do curso, pois através dele: resolvemos
sistema, determinamos se vetores sdo linearmente dependentes, determinamos coor-
denadas de vetores, mudamos de base, invertemos matriz, calculamos determinante,
encontramos autovetores, calculamos solucdo de minimos quadrados, calculamos proje-
¢do ortogonal.

Sobre a Segunda Edicao

Além de diversas correcdes pontuais, as principais modificacdes foram:

(a) juntar o capitulo de Transformagdes Lineares e de Matrizes em um Gnico capitulo;

(b) expandir o primeiro capitulo na parte de geometria analitica no plano e espaco por ser
deficiéncia comum que alunos trazem do ensino médio;

(c) reorganizar o capitulo de Produto Interno e coloca-lo antes do capitulo de Determi-
nante. Focamos no R" e em aplicacdes importantes.
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Capitulo 1

Introduc@o a Algebra Linear

Este capitulo apresenta conceitos da Algebra Linear que surgem da geometria analitica no
plano e espaco e da busca de solucdo de sistemas lineares:

(a) vetores e operacdes no R™: soma e multiplicacdo por escalar (produto escalar-vetor);
(b) equacdo cartesiana e parametrizacdo da reta e do plano e suas generalizaces;

(c) combinagdo linear, espaco gerado, independéncia linear, dimensdo do espacgo gerado e
suas relacdes com resolucdo de sistema linear;

(d) espago gerado por 1, 2, 3 ou mais vetores, associando-os com pontos, retas, planos e
generalizacdes;

Estes conceitos serdo reaplicados (no Capitulo 3 Espaco Vetorial) em contextos onde os
vetores poderdo ser polindmios, funcdes, matrizes, ou elementos abstratos.

Embora sistemas lineares aparecam quando aplicamos estes conceitos, o curso de Algebra
Linear é muito mais do que somente um curso de como resolver sistemas lineares. Caso
comecassemos com a resolucdo de sistemas lineares — assunto que o aluno, com frequéncia,
pensa que domina — o aluno teria a sensacdo de que Algebra Linear é um curso facil, de
revisdo e aprofundamento de técnicas para resolucdo de sistemas lineares.

1.1 Vetores do R"” e Operacoes

1.1.1 Vetores do R"

Definicdo 1.1 (vetor, entradas e o R") Um vetor do R" é um uma lista ordenada de n
niameros reais. Dizemos que é uma n-upla de ndmeros reais.

A notacdo utilizada para representar um vetor é u = (ay, as,...,a, 1, a,) coma; € R.
Os namero a;'s so chamados de entradas do vetor u.

O R"™ é o conjunto de n-uplas de nimeros reais.

Exemplo 1.1 S3o vetores de R?: (—6,—8), (1,2).
Sdo vetores de R*: (1,2,3,4), (—2,7/4,—1,2/3).
S&o vetores de R®: (—1,2,4,6,8), (1,2,7/4,—1/3,3).

IVersio 05.0ut.2012 03h



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR

(" ~ ) . J . . N
Observacdo 1.1 Como um vetor é uma lista ordenada de nimeros, sdo distintos entre

\si 0s vetores (—1,2) e (—2,1) e também (1,2,3), (2,3,1) e (3,1,2). )

/@servagéo 1.2 Porque R™ com n > 37? \
Embora nossa (humana) percepcao esteja restrita a trés dimensées, em simulagées compu-
tacionais de diversos modelos, por exemplo para estudar as forcas atuantes na estrutura de
um prédio, dividimos o mesmo em “bloquinhos” no computador e associamos a cada blo-
quinho uma variavel. Quanto maior o nimero de bloquinhos mais precisa serd a simulacgo:

pode ser t3o grande quanto se queira. Leia também Observacio da p[29

1.1.2 Operacoes com Vetores em R”

Definicdo 1.2 (Soma de vetores) Dados vetores u = (uy,ug,...,u,) € Vv =
(v1,v9,...,vy,), definimos o vetor soma de u e v, denotado por u + v, por
u+v=(u +vy, Uy + v, ..., Uy + V).

Exemplo 1.2 A soma dos vetores do R* (1,—1,1/4,—-2/3) + (—2,2,3/4,5/3) = (1 —
2, —1+2,1/4+3/4,-2/3+5/3) = (—1,1,1,1).

”

Observacao 1.3 Note que o sinal “+" (mais) em “u + v" e “(uy + vy,...,uy, + vy)
possui significado distinto em cada expressdo: soma de vetores, num caso, € de soma de
numeros reais (escalares) no outro.

Definicdo 1.3 (origem ou vetor nulo) Definimos como origem ou vetor nulo, denotado
por 0 o vetor 0 = (0, ...,0)(todas as entradas sdo nulas). Note que este vetor é o elemento
neutro da soma de vetores pois v+ 0 =0+ v = v para todo v.

Definicdo 1.4 (multiplicacdo por escalar ou produto escalar-vetor) Dados o vetor
u = (uy,us,...,u,) e oescalart € R, definimos o vetor multiplicacdo de t por u, denotado
por tu, por

tu = (tuy, tusg, ..., tuy,).

Por contraste com vetores, um namero real € chamado de escalar. Esta linguagem vem da
Fisica, que distingue grandezas vetoriais (forcas por exemplo) de grandezas escalares (massa
e temperatura por exemplo).

Exemplo 1.3 Seu = (—1,3,1,-2,3/2), entdo2u = 2(—1,3,1,-2,3/2)= (—2,6,2, -4, 3).
Considere w = (—4,6,1,—3). Entdo —1/2w = —1/2(—4,6,1,-3) = (2,—3,—1/2,3/2).

Observacdo 1.4 Dizemos que o R™ munido das operacées de soma de vetores (Def.
e produto por um escalar (Def. é um espaco vetorial sobre R.
De forma anéloga definimos o espaco vetorial C™.

Definicao 1.5 (mdltiplo ou paralelo) Dizemos que v é maltiplo de (ou paralelo a) w
se existe um escalar t tal que v = tw.

Exemplo 1.4 S3o paralelos entre si: (—2,4,—6,1) e (1,—2,3,—1/2) pois (—2,4,—6,1) =
—2(1,-2,3,-1/2) e (1,-2,3,—1/2) = —1/2(—2,4, -6, 1).

Exemplo 1.5 O vetor 0 é paralelo ou miiltiplo de qualquer outro pois 0 = Ow para qualquer
w.
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1.1.3 Representaciao Geométrica de Vetores e Operacdes

Comecamos identificando, da maneira usual, um plano com R? e o espaco com R? utilizando
o sistema de coordenadas cartesiana, com eixos ortogonais entre si.

Um vetor (a,b) € R? pode ser representado geometricamente por um segmento de reta
orientado que une (0,0) com (a,b). Para indicar a orientacdo do segmento utilizamos uma
“setinha” (daqui por diante sem aspas e utilizado como sinénimo de segmento orientado).
Podemos fazer o mesmo com vetores em R3. Mostramos na Figura os vetores (3,2) € R?
e (1,3,2) € R3.

Figura 1.1: Vetores no Plano e no Espaco

Além de representar o vetor como uma setinha partindo da origem (0, 0), pode-se representa-
lo transladando a setinha e partindo de um ponto qualquer (¢, d) € R2

Definicdo 1.6 (setinha e vetor) A setinha que comeca em (c, d) e termina em (c+a, d+
b) representa o mesmo vetor (a,b) € R? para quaisquer c,d € R. A setinha que comeca em
(d, e, f) e termina em (d+ a, e+ b, f+ c) representa 0 mesmo vetor (a,b,c) € R? para
quaisquer d, e, f € R.

Por esta definicdo o mesmo vetor possui uma infinidade de representacées. Duas setinhas
representam o mesmo vetor se, ap6s deslocarmos paralelamente uma delas para que seus
pontos iniciais coincidam, o ponto final delas também coincide. Por exemplo, todas as setinhas
representadas na Figura [1.2| representam o mesmo vetor (3,2) € R?.

Figura 1.2: Representaces do vetor v = (3,2)

A representacdo geométric:ﬂ é importante em aplicacdes (Fisica por exemplo) e para
desenvolver a intuicdo para espacos de dimenses maiores.

Podemos interpretar geometricamente, utilizando esta representacio por setinhas, a soma
de dois vetores no plano e no espaco. Considere a Figura [1.3] no lado esquerdo, onde dois
vetores sdo representados com suas componentes no eixo x € y. Pela regra do tridangulo
representamos o primeiro vetor com ponto inicial na origem e o segundo com ponto inicial
na ponta da seta do primeiro. O vetor resultante unindo a origem até a ponta da seta do

YEmbora seja atil para a intuicdo, nada do que fazemos depende desta interpretacio geométrica.
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Figura 1.3: Regra do Triangulo e do Paralelogramo

segundo é o vetor soma. Pela regra do paralelogramo, aplicamos a regra do triangulo aos
dois vetores, conforme apresentado nesta mesma figura.

bservacdo 1.5 Podemos, numa abordagem geométrica, definir a soma de vetores pela
regra do paralelogramo ou tridngulo. Fazer isto em dimensdo maior que trés n3o é
intuitivo. Em contraste, a Definicdo da pld feita de forma algébrica, ndo depende
de visualizacdo geométrica e é muito simples. Convidamos o leitor a verificar que estas
efinicbes sdo equivalentes.

Exemplo 1.6 Podemos aplicar a regra do tridngulo em sequéncia para obter a soma de mais
de dois vetores. Por exemplo considere os quatro vetores representados no lado esquerdo da

Figura[1.4 Concatenando de forma sucessiva os vetores obtemos sua soma conforme indicado
na mesma figura no lado direito.

A

Figura 1.4: Soma de 4 vetores

A interpretacdo geométrica do produto escalar-vetor depende do médulo e do sinal do
escalar. Comecando por valores positivos inteiros, observe que multiplicando por 1 preserva-
mos o vetor (e o tamanho), por 2 duplicamos seu tamanho, por 3 triplicamos seu tamanho.
Por outro lado, multiplicando por 1/2 reduzimos seu tamanho pela metade. De forma geral,
multiplicando por valor positivo com médulo maior que 1 obtemos um vetor com mesmo
sentido mas com tamanho maior; multiplicando por valor positivo com médulo menor que 1
obtemos um vetor com mesmo sentido mas com tamanho menor. Multiplicando por valor
negativo obtemos vetor com sentido invertido e com tamanho maior ou menor de acordo com
modulo ser maior ou menor que 1. Veja o vetor u = (3,2) e a representacdo de 1u, 1,5u,
0,5u e —u da Figura [1.5]

Portanto, variando o valor do escalar e multiplicando-o por um vetor fixo u # 0 obtemos
uma reta passando pela origem. Assim {tu| ¢t € R} é uma reta e a equagdo tu é chamada de
parametrizacdo da reta que passa pela origem com direcdo u. A motivacdo geométrica
vem quando u € R? ou R?, mas continuamos chamando de reta com u € R”.
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Figura 1.5: Vetores 1u, %u, %u e —u

@servagéo 1.6 O que é, de fato, um vetor? \
A visdo geométrica (Definicdo da p[3), embora mais intuitiva, é limitante pois ndo
conseguimos visualizar mais do que trés dimensées. E formalizada como segmentos orien-
tados equivalentes. Este caminho é bom para certas generalizacbes em Matematica (no
contexto da Geometria Diferencial por exemplo), para a visualizacdo de vetores no plano
e no espaco tridimensional e para interpretacdo Fisica (forcas). Sdo chamados em alguns
livros de vetores geométricos.
Por contraste, a visdo algébrica (Definicio da pl1}) é bem mais simples mas n&o apre-
senta nenhuma motivacdo geométrica. Como ndo dependemos de intuicdo geométrica,
trabalhamos com a mesma facilidade em R? como em R3°. Sdo chamados em alguns livros
de vetores algébricos.

aremos com frequéncia a passagem da visdo algébrica para geométrica e vice-versa. /

1.2 Equacoes Cartesianas e Parametrizacao

1.2.1 Retas no R?

Equac3o Cartesiana da Reta em R?

Definicdo 1.7 (eq. cartesiana da reta em R?) Dados a,b,c € R com a # 0 ou b # 0,
chamamos de equac3o cartesiana da reta a equacdo ax + by = c¢, que representa o
conjunto (a reta);

{(z,y) e R? az + by = c} .

Observacao 1.7 Note que equacbes diferentes podem representar a mesma reta. Por
exemplo, Tx — 3y = 2 e —14x + 6y = —4 representam a mesma reta (porque?). Dizemos
que as equacdes sdo equivalentes.

Exemplo 1.7 Determine a equacdo cartesiana da reta que passa por:
(a) (1,2) e (<2,3);  (b) (1,3) e (1,7).
- : la+2b = c,
Solucdo: (a) Temos que resolver o sistema a4 3b ‘
equacdo por 2 e somando com a segunda obtemos 7b = 3c. Logo b = 3/7c. Da primeira
equacdo, a = ¢ —2b=c—6/7c = ¢/7. Agora tomando ¢ = 7 obtemos que a =1 e b = 3.
Logo é a reta x + 3y = 7. Agora verifique a resposta substituindo os pontos: 1 +3 x2 =17
e —2+ 3 x 3 = 7. Poderia se fixar c = 1 ou outra constante ndo-nula qualquer (faca isso!)

e obter equacées equivalentes.

Multiplicando a primeira

la+3b = ¢,
la+7 = e
primeira: 4b = 0. Assim b = 0. Logo a = c. Fixando ¢ =1 (outros valores gerardo equacdes
equivalentes) obtemos a reta x = 1. n

(b) Temos que resolver o sistema { Subtraindo da segunda equacio, a
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Exemplo 1.8 Determine a intersecdo da reta 2y — Tx = —3 com 0s eixos x € y.

Solucdo: Tomando x = 0 (é eixo y! Porque?) obtemos y = —3/2 e a intersecdo com eixo
y € (0, —3/2). Tomando y = 0 (é eixo x! Porque’?) obtemos x = 3/7 e a intersecdo com
eixo x é (3/7, 0). u

Parametrizacdo da Reta em R?

Pela definicdo do produto escalar-vetor (ver Figura[L.5 da p[5), dado u # 0 a equagdo tu é
uma reta passando pela origem na direcdo u. Somando um vetor w a cada elemento deste
conjunto transladamos a reta tu que passa pela origem e obtemos a reta w + tu, conforme

indicado na Figura[1.6

Definicdo 1.8 (parametrizacdo da reta) Dadosu # 0 e w chamamos {w + tu| t € R}
(ver Figura[1.6) de parametrizacdo da reta paralela ao vetor u passando por w. Ot € R
é chamado de parametro.

Figura 1.6: Reta r = {w +tu; t € R}

6bservag§o 1.8 (vetor é ponto?) Na Figura[l.6 apresentamos trés interpretacées ge}
ométricas de vetor simultaneamente: como seta comecando na origem (o vetor w), como
seta comecando em ponto qualquer (os vetores 1u,2u, —1u, —2u) e como pontos (os
\@ntos da reta w + 1lu, w + 2u, etc.). J

(" ~ )
Observacdo 1.9 Se uma reta r passa pelos pontos p; e pa, um vetor paralelo a r é
\u = p2—p1. Faca uma figura se convencendo disso. Assim sua parametrizacdo é p; + tu. )

Exemplo 1.9 Considere a reta r = {(1,2) +¢(4,6)| t € R}.

(a) Determine pontos de r; (b) Verifique se (—5,2) € r.
Solucdo: (a) Colocando t = 0 obtemos o ponto (1,2) € r. Colocando t = 1 obtemos o
ponto (1,2) +1(4,6) = (5,8) € r. Colocando t = 0,5 obtemos o ponto (1,2) +0,5(4,6) =
(3,5) € r. Colocando t = —1 obtemos o ponto (1,2) — 1(4,6) = (—3,—4) € r. Colocando
t = —0,5 obtemos o ponto (1,2) — 0,5(4,6) = (—1,—1) € r.

(b) Temos que ver se existe t € R tal que (1,2) + t(4,6) = (—5,2) resolvendo o sistema

14+4t=-5
{ 246t =2
solucdo. Portanto (—5,2) & . u

Da primeira equacdo t = —3/2, da segunda t = 0! O sistema é sem
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Exemplo 1.10 A mesma reta pode ser gerada por vetores distintos, basta que eles sejam
paralelos entre si. Por exemplo os conjuntos {t(1,1)| t € R} e {m(4,4)| m € R} representam
a mesma reta. De fato o vetor (t,t) pode ser escrito como t/4(4,4). Tomando m = t/4
observamos que formam o mesmo conjunto.

Equac3o Cartesiana da reta — Parametrizacdo em R?
Para passar de equacdo cartesiana para parametrizacdo de reta em R?: Coloque uma das
variaveis como o parametro e determine a outra variavel em funcido do parametro.

Exemplo 1.11 Determine uma parametrizacdo para a reta:

(a) 2x — 3y = 6, (b)y =17, (c) que passa por (1,2) e (—2,1).
Solucao: (a) Coloquey =t. Agorax = 3+3/2y = 3+3/2t. Assim (x,y) = (3+3/2t, t) =
(3, 0) +¢(3/2, 1). Logo, {(3,0) +t(3/2,1)| t € R}.

(b) Coloque x =t, y = 7. Logo (z,y) = (0,7) +t(1,0).

(c) O vetoru = (1,2) — (—=2,1) = (3,1) é paralelo a reta. Logo {(1,2) +t(3,1)|t € R}
={(-2,1) +t(3,1)| t € R}. Outra possibilidade é tomaru = (—2,1) — (1,2) = (-3, —11):
{(1,2) +t(=3,-1)| t € R}. n

Observacdo 1.10 Se colocarmos y = t no exemplo anterior item (b) obteremos que
t =7 e ndo teremos valor para x! A escolha de quem vai ser o pardmetro é importante.
Aprenderemos a fazer a escolha certa de forma sistematica no (préximo) Capitulo Sistema

Linear (p[27). Veja caso similar na Observacdo da p[12

Exemplo 1.12 A mesma reta possui diversas parametrizacées (veja solucdo do dltimo exem-
plo (c)). Verifique quais retas s3o iguais a reta {(1,—2) +t(3,—2)| t € R}:
(a) {(—2,0) +t(=3,2)| t e R}, (b) {(—1,2) +¢(3,—2)| t € R}.
Solucdo: (a) Temos que ver se existem s,t € R tais que (1,—-2) 4+ t(3,-2) = (—2,0) +
14+3t=-2-3s
—2-2t=0+2s ~
equacdes sdo equivalentes at + s = 1. Assim a solucdo ét = 1 — s: as retas sdo idénticas.
(b) Temos que ver se existem s,t € R tais que (1,—2) + (3, —2) = (—1,2) + s(3, —2).
14+3t=-143s
—2-2t=2-2s
t —s=—2/3 = —1! Logo ndo é a mesma reta e elas sdo paralelas entre si (ndo possuem
intersecdo). u

s(—3,2). Isto resulta no sistema { Resolvendo vemos que as duas

Isto resulta no sistema O sistema é sem solucdo pois devemos ter

Parametrizacdo da reta — Equacdo cartesiana em R?
Para passar de uma parametrizacdo para equac3o cartesiana de reta em R?: Determine o
parametro em funcdo de uma das variaveis e substitua na outra equacio.

Exemplo 1.13 Determine uma equacdo cartesiana para a reta:

(a){(2,3)+t(1,2)[t e R}, () {(5,3) +¢(0,-1)[t € R}.
Solucdo: (a) Como x =2+ 1t, t = © — 2. Da segunda equacdo, y = 3+ 2t = 3+ 2(xz — 2).
Logoy —2x = —1.

(b) Como x =5 ey = 3 —t, y pode assumir qualquer valor e x é sempre constante.
Assim a equacdo cartesiana é v = 5. [
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Exemplo 1.14 Determine a intersecdo da reta {(1,0) +t(2,1)| t € R} com cada uma das
retas abaixo, caso exista, e determine se sdo paralelas ou coincidentes:

(a) 20 — 3y = 4; (b) x —2y =1, (c) {(0,1) +¢(0,2)] t € R}.
Solucdo: (a) Como x = 1+ 2t,y = t, substituindo na outra equacdo 2(1 + 2t) — 3t = 4.
Assim t = 2 e as retas se interceptam em (5,2).

(b) Substituindo, (1+ 2t) — 2t = 1 é equivalente a 1 = 1: sempre verdade! Logo as retas
sdo coincidentes, pois é verdade para todo t.

(c) Queremos saber se existem t, s € R tais que (1,0)+t(2,1) = (0,1)4s(0,2) (note que

trocamos o segundo t por s). Precisamos resolver o sistema L4+ 26=0+0s cuja solucdo
gundaot porss. 04t=1+2s 770
dnica ét = —1/2, s = —3/4. Assim o ponto de intersecdo é (1,0) — 1/2(2,1) = (0,—1/2).

Exemplo 1.15 Determine a intersegdo da reta {(—2,—3) +t(2,5)| t € R} com o eixo x e
com 0 eixo .

Solucdo: A intersecdo com o eixo x ocorrerd quandoy = 0. Comoy = —3+5t, queremos que
y =0 = —3+5t. Logo intersecdo ocorrerd quandot = 3/5. Logox = —2+42(3/5) = —2/5
e concluimos que a intersecdo é no ponto (—2/5,0). A intersecdo com o eixo y serd quando
xr =0. Comox = —2 + 2t, queremos que xt = 0 = —2 + 2t e portantot = 1. Logo
y = —3+5(1) = 2 e concluimos que a intersecdo é no ponto (0,2). [ ]

1.2.2 Retas e Planos no R?

Equac3o Cartesiana do Plano em R?

Definicdo 1.9 (eq. cartesiana do plano em R?) Dados a,b,c,d € R com a # 0 ou
b+ 0 ouc+# 0, chamamos de equacdo cartesiana do plano a equacio ax + by + cz = d,
que representa o conjunto (o plano):

{(z,y,2) eR’| az + by + cz = d}.

Exemplo 1.16 Determine a intersecdo do plano 2x — y + 3z = 2 com os eixos x, y € z.

Solucao: O eixo x corresponde aos pontos (x,0,0). Assim tomando y = z = 0 obtemos
que 2x = 2 ex = 1. Logo a intersecdo com o eixo x é (1,0,0). De forma analoga (faca)
obtemos que a intersecdo com o eixo y é (0,—2,0) e com o eixo z é (0,0,2/3). [ ]

Exemplo 1.17 Determine a equacdo cartesiana do plano que passa por (1,0,2), (—1,0,2)
e(3,2,1).
la+0b+2¢c = d,
Solucdo: Temos que resolver o sistema { —la+0b+2c = d, Somando as 2 primeiras
3a+2b+c = d.
equacBes obtemos que ¢ = d/2. Da primeira obtemos que a = d —2c =d —d = 0. Da
terceira obtemos que b = (d — 3a — ¢)/2 = (d — 3(0) — d/2)/2 = 1/4d. Tomando d = 4
obtemos que a = 0,b = 1,¢ = 2. Logo a equacdo do plano é y + 2z = 4. Tomando d = 2
obtemos y/2 4 z = 2, etc. (equacdo NAO é dnica). u

Parametrizaciao de Retas em R?

Parametrizacdo de retas em R? sdo iguais as de reta em R? e utilizaremos sem maiores
comentarios.
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Exemplo 1.18 Determine a parametrizacdo da reta que passa por (1,2,1) e (3,—2,—1).

Solucdo: O vetor paralelo a reta é v = (1,2,1) — (3,—-2,—1) = (—2,4,2) (pode ser
v = (3,-2,—-1) — (1,2,1) = (2,-4,-2)). Tomando w = (1,2,1) (pode ser também
w=(3,-2,1)) r={(1,2,1) + t(—2,4,2)| t € R}. Outras opcdes: (3,—2,1) +t(—2,4,2),
(1,2,1) + £(2, -4, —2), (3, -2, 1) + £(2, —4, —2). n

Exemplo 1.19 Determine se o ponto (—2,1,—1) pertence a reta (1,2,1) +¢(3,1,1).
Solucao: Devemos ter —2 =1+3t, 1 =2+t, —1 =1+1t. Da la equacdo, t = —1, que
satisfaz a segunda mas ndo satisfaz a terceira. Assim o ponto no pertence a reta. [

Exemplo 1.20 Determine o(s) ponto(s) de intersecdo de cada par de conjuntos abaixo, caso
exista:

(a) dos planos 4x — 2y +3z=2ex —z2=1;

(b) de {(2,3,0) +¢(1,2,3)|t e R} ex — 2y + 2z = 2;

(c) de {(2,3,0) +t(1,2,3)|t e R} e —x + 2y — 2 = 8;
dr — 2y + 3z =2

r—z=1

1+t, y = 147/2t. Assim a intersecdo destes 2 planos é a reta {(1,1,0) +¢(1,7/2,1)| t € R}

(b) Comox =2+t y=3+2tez=3t (2+1t)—2(3+2t) + 3t =2. Assim —8 = 2/.
Como é sem solucdo concluimos que a reta é paralela ao plano (intersecdo vazia).

(c) Fazendo contas similares ao (b) concluimos que a reta pertence ao plano pois é verdade
para todo t € R. Assim a intersecdo é a prépria reta: {(2,3,0) +¢(1,2,3)| t € R}. [ ]

Solugdo: (a) Resolvendo o sistema obtemos, colocando z = t: © =

Parametrizacao de Planos em R?

Pela regra do triangulo ou paralelogramo (ver Figura da pf4)), dados dois vetores u e v
ndo nulos e ndo paralelos (Definicdo da p[2), a equacdo tu + sv, com s,t € R é um
plano passando pela origem. Este plano contém o paralelogramo formado pelos pontos 0, u,
v e u+ v. Dizemos que o plano é gerado pelos vetores u e v. Somando um vetor w a cada
elemento deste conjunto transladamos este plano. Na Figura mostramos o plano tu + sv
que passa pela origem e sua translacdo w + tu + sv.

Definicao 1.10 (parametrizacdo do plano) Dados u e v no nulos e ndo paralelos e w
chamamos 11 = {w +tu+ sv| s,t € R} (ver Figura de parametrizacdo do plano
paralelo ao gerado pelos vetores u e v passando por w. Dizemos que t e s sdo pardmetros.

Exemplo 1.21 Considere o plano 11 = {(2,3,0) + s(—1,0,—1) +¢(0,2,3)| s,t € R}. De-
termine se (1,2,2) € I1.

2—s5+0t=1
Solucdo: Temos que resolver o sistema ¢ 3+ 0s+2t =2 . Das 2 primeiras equacées
0—s+3t=2
obtemos que t = —1 e s = 1. Mas isto ndo satisfaz a terceira. Logo o ponto ndo pertence
ao plano. [ ]

Observacdo 1.11 Se o plano 11 passa pelos pontos p1, p2, € ps, definindo u = py, — py
e v = p3 — p1, 0 plano gerado poru e v é paralelo a 11. Faca uma figura se convencendo
disso. Assim sua parametrizacdo é p; + tu + sv.
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w+tu+ sv

tu+ sv

SV

0

Figura 1.7: Plano Il = {w +tu+ sv; s,t € R}

Exemplo 1.22 Determine a parametrizacio do plano que passa por (0,1,0), (1,1,1), e
(1,0,2).
Solucdo: Fixamos w = (0,
plano: u = (1,1,1) — (0,1,0)
plano é (0,1,0) +¢(1,0,1) + s(1, )

Podemos fixar w = (1,1,1) e calcular os vetores paralelos ao plano u = (0,1,0) —
(1,1,1) = (-1,0,-1) ev = (1, ,2) —(1,1,1) = (0,—1,1). Assim outra parametrizacdo
para o plano é (1,1,1) +¢(—1,0,—1) + s(0,—1,1). ]

,0) o vetor translacdo e calculamos dois vetores paralelos ao
= ( 1) ev =1(1,0,2) — (0,1,0) = (1,—1,2). Assim o
1. —

Exemplo 1.23 Considere o plano 11 = {(2,3,0) + s(—1,0,1) +¢(0,2,0)| s,t € R}. Deter-
mine o(s) ponto(s) de intersecdo de T1 com cada um dos conjuntos abaixo, caso exista:

(a) reta {(—1,0,1) +¢(0,1,1)| t € R}.  (b) reta {t(—1,2,1)| t € R}.

(c) plano x —y =2.  (d) plano {(1,—2,0) + s(1,1,0) 4+ ¢(0,1,0)| s, € R},

(e) com o eixo z.
Solucao: (a) Queremos saber se existem s,t,u € R (note que trocamos o pardmetro da
reta) tais que (2,3,0)+s(—1,0,1)4+¢(0,2,0) = (—=1,0,1)+u(0,1,1). Precisamos resolver o

2—5+0t=-1

sistema (3 equagdes, 3 variaveis): 34+ 0s+ 2t =u . Da primeira equacdo, s = 3. Da
O+s+0t=1+u
terceira, como s = 1 + u, u = 2. Da segunda, como 3 + 2t = u, t = —1/2. Assim o ponto

de intersecdo é (—1,0,1) + u(0,1,1) = (—1,0,1) + 2(0,1,1) = (—1,2,3). Verifique que
obtemos o mesmo ponto substituindo s =3 et = —1/2 em (2,3,0)+s(—1,0,1) +¢(0,2,0).

(b) Queremos saber se existem s,t,u € R (note que trocamos o pardmetro da reta)
tais que (2,3,0) + s(—1,0,1) + ¢(0,2,0) = u(—1,2,1). Precisamos resolver o sistema (3

2—s5+0t=—
equacées, 3 variveis): 3+ 0s+4 2t =2u . Da primeira e terceira: uw = s — 2 = s! Logo
0+s+0t=u

—2 = 0! Assim o sistema é sem solucdo a concluimos que a reta é paralela ao plano.
(c) Comox=2—sey=3+2t, v —y=2=—-1—5—2t=0. Assim, s = —3 — 2t.
Substituindo na equagdo do plano obtemos (2,3,0) + (=3 — 2t)(—1,0,1) +¢(0,2,0). Logo
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a intersecdo € a reta (5,3, —3) + (2,2, —2).
(d) Queremos saber se existem s,t,u,v € R (note que trocamos os pardmetros do se-
gundo plano) tais que (2,3,0) + s(—1,0,1) +¢(0,2,0) = (1,—-2,0) + u(1,1,0) + v(0, 1,0).
2—s4+0t=14+u+0v
Precisamos resolver o sistema (3 equacdes, 4 varidveis): ¢ 3+ 0s+2t=—-2+u+v . Da
0+ s+ 0t =0+ 0u+Ov
altima equacdo, s = 0. Da primeira, 2 — s = 1 + u e portanto u = 1. Da segunda,
342t = —24u+v = —24+1+4v. Logov = 2t+4. Logo a solugdo é a reta (u = 1,v = 2t+4)
(1,-2,0) + 1(1,1,0) + (2t + 4)(0,1,0). Simplificando, (2, 3,0) + ¢(0,2,0).
(e) O eixo z é caracterizado pelos pontos (0,0, z). Assim queremos determinar s,t € R
tais quex =2 —s=0ey =3+ 2t =0. Concluimos que s =2 et = —3/2. Logo o ponto
6(2,3,0)+2(—1,0,1) + —3/2(0,2,0) = (0,0,2). n

Equacido Cartesiana do plano — Parametrizacio em R?
Para passar de equacéo cartesiana para parametrizacdo de plano em R?: Coloque duas das
variaveis como os dois pardmetros e determine a terceira variavel em funcio dos parametros.

Exemplo 1.24 Determine a parametrizacdo do plano:

(a) 2z — 3y + 10z = 16; (b) 3y + 22 = 6.
Solucdo: (a) Coloque y = s e z =t. Entdox =8+ 3/2y — 5z =8+ 3/2s — 5t. Logo o
plano é (z,y,z) = (8 +3/2s — 5t, s, t) = (8,0,0) + s(3/2,1,0) + t(—5,0,1).

(b) Como x ndo aparece na equacéo, colocamos x = s (um dos pardmetros). Colocando
y =t obtemos que z =3 — 3/2y =3 — 3/2t. Logo o plano é (x,y,z) = (s, t, 3 —3/2t) =
(0,0,3) + 5(1,0,0) + (0, 1, —3/2). n

Parametrizacdo do plano — Equacio cartesiana em R?
Para passar de parametrizacdo para equacdo cartesiana de plano em R3: Determine valor
dos dois pardmetros em funcio de duas variaveis (resolvendo sistema linear com duas das
equacdes) e substitua na outra equaco.

6bservag§o 1.12 A conversdo parametrizacdo <— cartesiana envolve resolver sistema
linear. A generalizacdo e sistematizacdo da resolucdo de sistemas lineares para um namero
maior de equacbes e varidveis é feita pelo chamado escalonamento, apresentado no

@pitu/o Sistema Linear (p|27).

Exemplo 1.25 Determine a equacdo cartesiana do plano:

{(2,1,0) + s(—1,1,-1) + t(1,-2,3)| s,t € R}.
Solugdo: Comox =2 —s+tey =1+ s — 2t, obtemos resolvendo o sistema (obtendo
s,t em funcdo de x,y) quet = —y —x+3 es = —y —2x+5. Como z = —s + 3t,
z2=—(—y—2r+5)+3(-y —x+3) = =2y —x + 4. Assim a equacdo cartesiana é
r+2y+z=4. [

Observacao 1.13 (Software Algébrico) Com auxilio do Software Maxima (que pode
ser obtido livremente na Internet) podemos resolver o sistema acima com o comando
linsolve ([x=2-s+t,y=1+s-2*t], [t,s]);.
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Equacgdes Cartesianas (sistemas) de Reta em R3

Como determinar com equacdes cartesianas uma reta em R3? Uma equacdo cartesiana az +
by+cz = d determina um plano. Assim podemos determinar uma reta em R? pela intersecdo
de dois planos ndo-paralelos, ou seja, por um sistema com duas equacdes que tenha como
solucdo uma reta.

Equacdes Cartesianas (sistema) da reta — Parametrizacdo em R?
Para passar de equacdes cartesianas para parametrizacio de reta em R?: Coloque uma das
variaveis como o pardmetro e determine as outras variaveis em funcdo do parametro.

Exemplo 1.26 Determine parametrizacdo para as retas
20 =2y +2=2 r—z=1

@{¥ I w{TTID,

Determine se cada dos pontos abaixo pertence 3 reta do item (a):

(c) (1,2,4); (d) (1,-1,-2).
Solugdo: (a) Fixe z =1t e determiney =1+z=1+tex = (24+2y—2)/2=1+y—2/2 =
1+1+t—t/2=2+1/2. Logo é areta (2,1,0)+¢(1/2,1,1).

(b) Note que y ndo aparece no sistema e pode assumir qualquer valor. Como z = 2,
z=x—1=1. Assimy =t. Logo a reta é (2,t,1) = (2,0,1) +¢(0,1,0).

(c) O ponto satisfaz a primeira equacdo mas ndo satisfaz a segunda. Logo ndo pertence
a reta.

(d) Satisfaz as duas equagdes; logo pertence a reta. [ ]

6bservag§o 1.14 No exemplo anterior item (a) podemos colocar y = s e resolver
(tente!). A resposta sera um pouco diferente da obtida acima.
Se colocarmos z = t no exemplo anterior item (b) teremos um problema (tente fazer isso!).

%ja caso similar na Observacéo da p[4

Parametrizacdo da reta — Equacdes cartesianas (sistema) em R?
Para passar de parametrizacdo para equacdes cartesianas de reta em R3: Determine o
parametro em funcdo de uma das variaveis e substitua nas outras equacdes.

Exemplo 1.27 Determine equacbes cartesianas para a reta: (1,3,1) +t(2,—1,1).
Solucao: Comox =1+4+2t,y=3—tez=1+t, temos quet = 3 —y. Assim obtemos

duas equacdes cartesianas t =1+ 2(3—y) ez=1+ (3 —y). Logo { my++23; B Z : u
. . - r—2z=1
Exemplo 1.28 Determine a intersecdo da reta com o plano
r+y+z=0

{(1,2,2) + (1,0, —1) + s(1,0,0)| £, s € R}.

Solucao: Da parametrizacdo do plano temos que x = 1+t+s, y = 2, z = 2—t. Substituindo
l+t+s—22-t)=1 ou seja Ht+s=4
1+t+s+24+2—-t=0" ’ §s=—5H"
s = —b,t = 3. Assim a intersecdo é no ponto (1,2,2) + 3(1,0,—1) + (—5)(1,0,0) =
(—1,2,—1). n

obtemos o sistema (em s,t): { Assim
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1.3 Combinacoes Lineares e Espacos Gerados

Generalizamos planos e retas para R™ em equacdes cartesianas e parametrizacdo. Para isto
precisamos antes definir combinacdes lineares, espacos gerados, independéncia linear e dimen-
sao.

1.3.1 Definicoes

Vamos introduzir o conceito de combinacdes lineares motivando-o através da conexdo entre
resolucdo de sistemas lineares e vetores. Faremos isto através de exemplos. Remetemos o
leitor para o Capitulo Sistema Linear (p[27) para a teoria completa.

r—2y=1
—3x+5y=4
(x — 2y, =3z + by) = (1,4). Assim (z,—3z) + (—2y,5y) = (1,4). Colocando z e y em
evidéncia, obtemos que z(1,—3) + y(—2,5) = (1,4). Definindo v; = (1, —3), vy = (—2,5)
e b = (1,4), queremos determinar z,y € R tais que xv; + yvs = b. Logo resolver o sistema
acima equivale a perguntar se o vetor b pode ser escrito como a soma de maltiplos dos vetores
v e Vo, Dizemos que queremos determinar se b pode ser escrito como uma combinacao

linear (veja Definicdo [1.11) de vy e va.

O sistema sem solu¢do (porque?)

Considere o sistema . O sistema pode ser escrito vetorialmente como

i : ;Z ; i pode ser interpretado como o problema
de determinar z,y € R tais que z(1,1) + y(—2,—2) = (1,4). Como os vetores (1,1) e
(—2, —2) sdo miltiplos um do outro, somas de maltiplos deles resultardo em maltiplos. Como
(1,4) NAO é maltiplo de (1,1) (porque?), o problema nio tem solucgo.

Um vetor ser miltiplo de outro é generalizado pela definicdo abaixo.

Definicdo 1.11 (combinacdo linear) Dizemos que v é combinacdo linear (CL) de
Vi, Va,..., V), Se existem oy, o, ..., o, € R tais que

p
V = a1V +avy + -+ ayv, = g Q,;V;.
i=1

Da definicdo segue de forma imediata que se v é mdltiplo de vy, entdo v é combinacio
linear (CL) de v;. Assim dois vetores numa mesma reta passando pela origem serdo maltiplos
entre si e um serd combinacdo linear do outro.

Vimos que a combinacio linear de dois vetores ndo paralelos gera um plano (Figura
da p[10). Assim w = su + tv significa que w pertence a este plano se, e somente se, w
é combinacdo linear de u e v. Assim se o vetor w ndo pertence a este plano ele ndo é
combinacdo linear de u e v.

r+y—2z2+w=1
Exemplo 1.29 Determinar a solucdo do sistema r—y+w=—2 equivale a um
z+w=1
problema de combinacées lineares. Explique.
Solucao: Resolver este sistema equivale a saber se existem x,y, z,w € R tais que x(1,1,0)+
y(1,—=1,0) + 2(—=2,0,1) + w(1,1,1) = (1,-2,1), isto é queremos saber se (1,—2,1) é
combinacéo linear de (1,1,0),(1,—1,0),(—2,0,1) e (1,1,1). [ ]

Exemplo 1.30 Considereu = (1,0,0) e v = (0,1,0) em R3. Mostre que qualquer vetor no
plano z = 0 sera combinacdo de u e v.
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Solucdo: De fato (a,b,0) = a(1,0,0) + b(0,1,0). Ou seja, por exemplo, o vetor w =
(3,—2,0) é combinacio linear de u e v. O significado geométrico é que w esta no plano
passando pela origem determinado poru e v. |

Exemplo 1.31 O mesmo vetor é combinacdo linear de uma infinidade de vetores distintos.
Por exemplo (3,3) = 3(1,1) +0(—2,-2) = 1(1,1) — 2(—2,-2).

Por outro lado alguns vetores ndo podem ser obtidos como combinagdo linear de certos
vetores. Por exemplo o vetor (3,4) ndo é combinacdo linear de (1,1) e (2,2) pois (3,4) #
a(1,1)+5(2,2) para todo o, B € R. De fato, igualando componente a componente, obtemos

o sistema

a+28=23

a+26=4
que é claramente (como o + 23 pode ser 3 e 4 ao mesmo tempo?) sem solucgo.
Exemplo 1.32 Determine se:

(a) u=(2,3,4) é combinaco linear de v = (1,0,0) e w = (1,0, 1).
(b) u = (1,3,4) é combinacdo linear de v = (1,1,0) e w = (1,0, 1).

Solucdo: (a) Precisamos determinar o, f € R tais que (2,3,4) = «(1,0,0) + 5(1,0,1).
Para isto precisamos resolver o sistema

)

a+p = 2
0 = 3 .
p =4

Como o sistema é claramente (como podemos ter 0 = 37) sem solucdo, concluimos que u
ndo é combinacdo linear de v e w.

(b) Precisamos determinar o, B € R tais que (1,3,4) = «(1,1,0) + 5(1,0,1). Para isto
precisamos resolver o sistema

a+p 1
—-a = 3 .
p =4
O sistema possui solucdo tnica com o = —3 e 3 = 4. Portanto, u = —3v + 4w. [

Observacdo 1.15 (Combinacdes Lineares e Sistemas) Os exemplos anteriores mos-
tram que sdo problemas equivalentes: (a) determinar se um vetor é combinagdo linear
de outros vetores (ou ndo); (b) resolver um sistema linear.

Definicdo 1.12 (espaco gerado) O espaco gerado pelo conjunto de vetores

{vi,va,...,v,}, denotado por (vi,vs,...,v,) ou ainda (em inglés e em diversos livros)
por span {vy,va,...,V,}, é o conjunto de todas as combinacdes lineares de vy,vs, ..., Vv,.
Portanto,

P
(Vi,Va,...,Vp) = span{vy,va,...,v,} = {Ztin‘
i=1

t; € R, i:1,2,...,p}.

Definicdo 1.13 (conjunto gerador) O conjunto ordenado' {vi,v,,...,v,} gera (é
conjunto gerador de) W se W = (vy,Va,...,V,).
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Exemplo 1.33 O espaco gerado por (1,0) e (0,1) sdo todos os elementos de R? pois dado
(a,b) € R?, (a,b) = a(1,0)+b(0,1). Escrevemos que {(1,0), (0,1)) = R%. De forma anéloga
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) =R,

Exemplo 1.34 O espaco gerado por {(1,1,1),(—1,—1,—1)} é igual ao gerado por {(1,1,1)},
a reta passando pela origem com direcdo (1,1,1). Neste caso dizemos que o vetor (—1,—1, —1)
é redundante (no acrescenta nada) ao conjunto gerador {(1,1,1),(—1,—1,—1)}. Utili-

zando a notacdo temos que ((1,1,1),(—1,—1,-1)) = ((1,1,1)) = ((—1,—1,—-1)).

Exemplo 1.35 Mostre que sdo iguais ao plano x = 0 em R3:
(a) ((0,0,1),(0,1,0));  (b) {(0,1,1),(0,1,0)).
Solucdo: Um ponto qualquer deste plano é da forma (0, a,b).
(a) E verdade pois (0,a,b) = a(0,1,0) + b(0,0,1).
(b) E verdade pois (0,a,b) = a(0,1,1) + (b — a)(0,0,1). n

Exemplo 1.36 Considere os vetores u,v e w. Suponha que v .= 2w — 3u. Prove que
(u,v,w) = (u,w).
Solucdo: E claro que se b € (u,w), entdob € (u,v,w) (porque?).

Masseb € (u,v,w), b = au+bv+cw. Comov = 2w—3u, b = au+b(2w—3u)+cw =
(a —3b)u+ (2b+ c¢)w, ou seja, b € (u,w). u

Vamos motivar o conceito de (in)dependéncia linear com 2 exemplos geométricos.

Exemplo 1.37 /lustramos na Figura trés casos tipicos de conjuntos gerados por 1,2 e 3
vetores, que geram, respectivamente, uma reta, um plano e um espaco tridimensional:

1 vetor 2 vetores 3 vetores

Figura 1.8: Vetores gerando reta, plano e espaco.

Exemplo 1.38 Pode ocorrer, no entanto, de um dos vetores ser “redundante” (desneces-

sério), e o espaco gerado por 2 vetores ser uma reta ou por 3 vetores ser um plano, como
ilustramos na Figura[1.9

Lema 1.14 Dados vetores vi,Va,...,V,, com p > 1, existe um vetor que é combinacdo
linear dos outros se, e somente se, existem ty,...,t, € R com pelo menos um deles ndo-nulo

e itle = 0.
=1

1Veja nota na p
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2 vetores 3 vetores

Figura 1.9: 2 vetores gerando reta e 3 vetores gerando plano.

Prova: Vamos provar para p = 3 para facilitar notacdo. Se, digamos, v, = av; + bvs,
entdo 0 = avy — 1vy + bvs.

Se existem ty,ty,t3 € R com, digamos, t3 # 0, 0 = t;vy + tavy + t3v3 e portanto
vy = —t1/t3vy — to/t3vs. [ ]

Este lema mostra que 0 pode ser expresso como CL n3o-trivial dos v;’s. se, e somente
se, um dos vetores &€ combinacdo linear dos outros, isto &, se e somente se um dos vetores
V1,Va,...,V, € ‘redundante” (pode ser eliminado da lista).

Definicdo 1.15 (linearmente dependente/independente) Os vetores vy,va,...,V,
sdo ditos linearmente dependentes (abreviamos por LD) se existem ti,...,t, € R com
pelo menos um deles ndo-nulo e

p

i=1

Pelo Lema Vi,Va,...,V, comp > 1serd LD se, e s6 se, um dos vetores é combinacdo
linear dos demais.
Caso contrario, dizemos que o conjunto é linearmente independente (abreviamos por

p
Ll). Mais explicitamente, se Z tivi=0,entdot; =ty =---=1,=0.
i=1
Assim (exemplo anterior) se, por exemplo, v = 2w — 3u, entdo como 0 = —3u — v + 2w

o conjunto {u,v,w} é LD.

Exemplo 1.39 Determine condices para que seja LI:

(a) o conjunto unitério {u}; (b) o conjunto {u,v}
Solugdo: (a) Para ser LD devemos ter tu = 0 com t # 0. Isto é possivel se, e somente se,
u = 0. Assim basta que u # 0.

(b) Para ser LD devemos ter su+tv =0 com t ou s diferentes de zero. Supondo t # 0
(caso contrario o raciocinio é andlogo), v = —(s/t)u, ou seja, v é miltiplo de u. Assim
basta que ndo sejam miiltiplos entre si para que o conjunto seja LI. [ ]

Se um vetor v € 8 & combinacdo linear dos demais vetores de 3, entdo o espaco gerado por
S e por B —{v} (conjunto 3 sem o vetor v) &€ o mesmo. Ou seja, o vetor v é redundante
em [ pois ndo acrescenta nada ao espaco gerado por 3. Pelo Lema (1.14] o conjunto 3 é
LD.
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Exemplo 1.40 Mostre que o conjunto {(1,-2,1),(1,0,1),(1,1,1
Solucdo: O conjunto é linearmente dependente pois (1, —2,1) = 3(
(1,—2,1) é redundante. Desta forma ((1,—2,1),(1,0,1), ( 1,1
Neste mesmo conjunto, o vetor (1,1,1) é redundante pois (1
3/2(1,0,1). Portanto, ((1,—2,1),(1,0,1),(1,1,1)) = (1, —2,1

L

,1)— 2(1 1,1). Assim
1,0,1), (1,1, 1)),

— 1201, -2.1) +
,0,1)). |

Exemplo 1.41 Considere a caixa retangular e os vetores u,v,w,X,y,z, representados na
Figura[1.10, Determine se sdo Lls ou LDs os conjuntos:

(a){uw,v,w}; (b){w,z}; (c){v.y,z}; (d){v,z}; (&) {uy}

) {v.x,y}, (&) {v,w.z}; (h){u,vy}; (I){uv wx}
Solucio:
Sdo Lls os conjuntos (a) {u,v,w}, (b) {w,z}, (c){v,y,z}, (d) {v,z}.
S&o LDs os conjuntos (e) {u,y} poisu = =2y, (f){v,x,y} poisx+v =2y, (g) {v,w,z}
poisw + 2z =v, (h) {u,v,y} poisu= -2y, (i) {u,v,w,x} pois v+u+x=0. n

A

Figura 1.10: Vetores em um Cubo

Definicdo 1.16 (dimensdo) Dizemos que o espaco gerado H = (vi,Va,...,V,) possui
dimensao p se o conjunto {vi,va,...,V,} é Ll

6bserva(;§o 1.16 Uma questdo sem resposta aqui é se isto define, de fato, um dnico
nimero. Ou seja, sera que sempre que H = (vi,vy,...,Vv,) = (U, uy,...,u,) com
{vi,ve,...,v,} e{us,uy,...,u,} Lls, temos que p = q? Veja prova que sim no Corola-

\rio[3.23 da plg4

Para se determinar a dimens3o do espaco gerado deve-se eliminar os vetores dependentes
(redundantes) do conjunto de vetores.

Exemplo 1.42 Determine a dimensgo de:

(a) <(1/2> 2, _1)7 <_17 —4, 2)>; (b) <(1> 0, O)a (Oa 17 0)7 (07 Oa 1>>;

(c) (1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)); (d) ((0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)).
Solucido: (a) O espaco gerado é a reta passando pela origem paralela ao vetor (1/2,2,—1)
(ou (—1,—4,2), que é a mesma reta). Neste caso o espaco gerado possui dimensgo 1.
Portanto, ((1/2,2,—1),(—1,—4,2)) = ((1/2,2,-1)) = ((—1,—4,2)) .

(b) O espaco gerado é igual a todo o R? pois dado (a,b,c) € R?, (a,b,c) = a(1,0,0) +
b(0,1,0) + ¢(0,0,1). A dimensdo é 3.
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(c) Como, (1,1,1) = (1,0,1)+(0,1,0), ((1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)) = ((1,0, 1), (0, 1,0)).
Assim a dimensdo é 2.

(d) Pode-se verificar que o conjunto é LI pois fazendo uma combinaco linear deles obtemos
(0,a,b,¢c) = (0,0,0,0). A dnica forma disto ocorrer é se a = b= c = 0. Logo a dimensdo é
3, igual a um subespaco de dimensdo 3 do R* perpendicular ao eixo x. |

Exemplo 1.43 Considere trés vetores u,v,w no R3. Se eles forem Lls, eles gerardo um
subespaco de dimensdo 3 que serad necessariamente igual a todo o R®. Se um for combinacao
linear (LDs) dos outros, digamos que w = au+ (v, ele serd redundante; desta forma (u, v, w)
serd igual a (u,v). Agora, conforme analise anterior, o espaco gerado serd reduzido a um
plano, reta ou ponto.

ﬁaservagéo 1.17 (localizando pontos) Pontos numa reta fixaem R? ou R3 podem se}

localizados por um iinico pardmetro. Isto também é verdade para curvas. Assim localizamos

um ponto em uma certa estrada ( que é uma curva em R3 ) pelo seu quilémetro. Ja pontos

num plano, ou de forma mais geral numa superficie, sdo localizados por dois pardmetros.

Na superficie da terra por latitude e longitude por exemplo. O nimero de pardmetros

necessarios sera chamado de dimensdo. Assim dizemos que uma reta ou curva possui
imens3o 1 e um plano ou superficie dimensdo 2.

O espaco gerado &, geometricamente, reta, plano e generalizacdes passando pela origem.
Mais precisamente, se u # 0 e v ndo é miltiplo de u, (u) é uma reta passando pela
origem e (u,v) & um plano passando pela origem. O espaco gerado transladado ¢,
geometricamente, reta, plano e generalizacdes passando pelo ponto de translacdo. Assim
dado um vetor w qualquer, w + (u) é uma reta e w + (u,v) &€ um plano, ambos passando
por w. Vimos isto em R? e R? na Secdo [1.2] da pJ5} Vamos generalizar agora.

1.3.2 Espaco Gerado por 1 Vetor e Retas em R"

Vimos (na plf)) que dado u # 0 e um vetor w qualquer a equagdo w + tu é uma reta.
Utilizando a notacdo de espaco gerado, a parametrizacdo da reta em R" é dada por
r =w + (u), onde u é uma direcdo paralela a reta e w o vetor translac3o.

Vimos (na p. que em R3 precisamos de um sistema com pelo menos 2 equacdes
cartesianas para determinar uma reta. O caso geral de equacbes cartesianas de reta em R”
sera visto no Capitulo Sistema Linear (p., onde se entendera porque retas em R*, por
exemplo, sdo determinadas por um sistema com pelo menos 3 equacdes.

Exemplo 1.44 Determine parametrizacdo para a reta (em R*):
(a) que contém o ponto (2,3,4,5) e é paralela ao vetor (—1,1,—1,1);
(b) que contém os pontos (1,2,1,2) e (3,4, 3,4);

r—w =2
(c) (z,y,z,w) € R?* tais que y—2=3
z—2w=1

Soluc3o: (a) A reta é (2,3,4,5) +t(—1,1,—1,1).

(b) Calculando u = (3,4,3,4) — (1,2,1,2) = (2,2,2,2), paralelo a reta. Assim a reta é
1,2,1,2) +t(2,2,2,2). Note que poderiamos ter calculado u = (1,2,1,2) — (3,4,3,4) =
—2,—2,—2) e obteriamos a mesma reta, embora com representacio distinta,
1,2,1,2) + t(—2,—2,—2,—2). Utilizamos w = (1,2,1,2) mas poderiamos ter tomado
3,4,3,4). Assim, fazendo todas as combina¢Bes, representam ainda a mesma reta,
3,4,3,4) + (=2, -2,-2,-2) e (3,4,3,4) + £(2,2,2,2).
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(c) Tomando w = t, obtemos que z =2t + 1,y =z2+3=t+4, x=w+2=1t+2.
Assim a reta (z,y,z,w) = (2,4,1,0) + ¢(1,1,2,1). |
Exemplo 1.45 (a) Determine se o ponto (1,1, 1,2) pertence a reta (1,0,—1,0)+((2,1,2,1)).
(b) Determine se (1,2,1) 4+ ((2,—6,4)) = (0,5, —1) + {(—1, 3, —2)

Soluc3o: (a) Queremos saber se existe t € R tal que (1,1,1,2) = (1,0,
Isto determina o sistema

—1,0)+¢(2,1,2,1).

1+2t = 1
t =1
-14+2t =1
t = 2

Como ele ndo possui solucdo (t =1 et = 27), o ponto ndo pertence 3 reta.
(b) Queremos saber se para um s dado, existe t tal que (1,2,1)+s(2,—6,4) = (0,5, —1)+
t(—1,3,—2). Isto determina o sistema linear

—t = 14 2s
3t = —3—6s
—2t = 2+4s
Da primeira equacdo obtemos que t = —1 — 2s. Verifique que isto satisfaz as outras duas

equacdes. Portanto é a mesma reta.

Uma solugdo mais geométrica é observar que ambas sdo translagdo da reta ((—1,3, —2))
pois (2,—6,4) = —2(—1,3,—2). Além disso o ponto (1,2,1) € (0,5,—1) + ((—1,3,-2))
(verifique isso!). u

Exemplo 1.46 Determine equacées cartesianas para a reta (emR*) (1,0,1,0)+¢(2, -1, 1, 3).
Solucdo: Comoxr =1+42t, y=—t, 2=t ew = 3t, temos (fixe t = z):

r—2z=1
y+z2=0 .
—3z4+w=0

Observacao 1.18 A caracterizacdo de reta através de parametrizacdo independe da di-
mensdo do espaco ambiente. Desta forma uma reta em R?, R3, R*, etc. é sempre da
forma w +tv. Por contraste, precisamos de uma equacdo cartesiana para caracterizar uma
eta em R?, 2 equacbes em R3, 3 equacdes em R*, etc.

bservacdo 1.19 A parametrizacdo ndo é dnica.
Dada reta r = {w + tu; t € R} podemos substituir u por um mdltiplo ndo-nulo qualquer
v = 3u ou v = —6u e obter a mesma reta r = {w + sv; s € R}. Por outro lado, dado
z € r qualquer, como z —w é paralelo ao vetor u (faca um desenho), r = {z+tu; t € R}
odemos substituir w € r por outro vetor qualquer que pertenca a reta.

1.3.3 Espaco Gerado por 2 Vetores e Planos no R"

Vimos (na p[10) que dados dois vetores u e v ndo nulos e ndo paralelos (Defini¢cdo da
p2), e um vetor translacdo w qualquer a equacdo w + tu + sv & um plano. Utilizando a
notacdo de espa¢o gerado, a parametrizacdo do plano em R" é dada por I = w + (u, v).

Vimos (na p. que uma equacdo cartesiana determina um plano em R3. Vamos ver através
de exemplos que em R* precisamos de um sistema com pelo menos 2 equacdes cartesianas
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para determinar um plano. O caso geral de planos em R"™ sera visto no Capitulo Sistema
Linear (p27) onde se entender4 porque planos em R, por exemplo, sdo determinadas por
um sistema com pelo menos 3 equagdes.

Exemplo 1.47 Determine pontos do plano cuja parametrizaco é

(1,1,2,0) + t(—1,2,—1,1) + s(1,1,1,1).

Solugdo: Colocamos t = s = 0 para obter o ponto (1,1,2,0). Colocandot =0, s = 1
obtemos (1,1,2,0) + (1,1,1,1) = (2,2,3,1). Colocandot =1, s = 0 obtemos (1,1,2,0) +
(—1,2,—1,1) = (0,3,1,1). Colocandot =1, s = —1 obtemos (1,1,2,0) + (—1,2,—1,1) —
(1,1,1,1) = (—1,2,0,0). m

Exemplo 1.48 Considere u = (1,—2,1,1,1),v = (2,2,0,1,1). Verifique se (1,2,3,4,5) +
(u,v) é um plano em R®.

Solucao: Os vetores u e v ndo sdo miltiplos entre si. Podemos verificar isto comparando
as primeiras entradas: uma teria que ser o dobro do outro. Mas as outras entradas ndo s3o
o dobro entre si. Logo é um plano. [ ]

Exemplo 1.49 Determine se o ponto (1,1,1,1) pertence ao plano

(2,2,2,2) + ((1,0,1,0), (0,1,0,1)).

Solucio: Queremos saber se existem s,t € R tal que (1,3,1,3) = (2,2,2,2)+s(1,0,1,0)+
t(0,1,0,1). Isto determina o sistema

2+s =1
24+t = 3
24s = 1°
24+t = 3
A solucdo é s = —1 et = 1. Portanto o ponto pertence ao plano. |

Exemplo 1.50 Determine parametrizacdo para o plano (em R*):

(a) que contém o ponto (1,2,3,4) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2,3,5,7) e
(0,1,0,1) .

(b) que contém os pontos (2,2,2,2), (3,3,3,3) e (4,0,4,0).

(c) que contém os pontos (1,—1,1,—1) e (2,3,4,5) e é paralelo ao vetor (2,—3,4, —5).
rTH+w=>5
y—2z=2"
Solucdo: (a) O plano é (1,2,3,4) +t(2,3,5,7) + s(0,1,0,1).

(b) Tomando w = (2,2,2,2), u=(3,3,3,3) —w=(1,1,1,1) ev=1(4,0,4,0) —w =
(2,—2,2,—2). Logo o plano é w + tu + sv.

(c) Tomandow = (1,—1,1,—1), u=(2,3,4,5) —w = (1,4,3,6) e v =(2,—-3,4,—5).
Logo o plano é w + tu + sv.

(d) Tome z =t, w=s. Entdor =5— s,y =2+ 2t. Logo (z,y,z,w) = (5,2,0,0) +
s(=1,0,0,1) + £(0,2,1,0). n

d) formado por (.1, z, w) € R* tais que
( p Y 2, q

1.3.4 Espaco Gerado por 3 ou Mais Vetores
Ja vimos que (Exemplo da pJ16)):

e {u} é Ll se, e somente se, u # 0.

e {u,v} é Ll se, e somente se, u e v sdo nio nulos e ndo paralelos.
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Assim o espac¢o gerado por p vetores Lls uj, us,...,u, € uma reta se p = 1 e um plano se
p = 2. Vamos generalizar para p > 3.

A combinacdo linear de p vetores Lls uy,uy,...,u, gera um subespaco passando pela
origem. Adicionando um vetor translacdo w a este subespaco obtemos a equacdo w +tju; +
toug + -+ +1t,vy, onde t; € R, com i =1,...,p, sdo p varidveis independentes. Utilizando
a notacdo de espaco gerado, a parametrizacdo é dada por w + (uy, ug, ..., u,).

Exemplo 1.51 Determine parametrizacdo para o conjunto solucdo (x,y,z,w,q) € R® do
rT—y+z—w=1

y—q=0"~
Solucao: S50 5 varidveis e 2 equaces: podemos introduzir 5—2 = 3 pardmetrosr, s,t € R.
Assim tomando z = r,w =s,q=t, x =2+q=24+t, y=ax+z—w—1=2+t+r—s—1=
t+r—s+1. Logo a solugdo é (2,1,0,0,0)+r(0,1,1,0,0)+s(0,—1,0,1,0)+¢(0,1,0,0,1).

sistema: {

|
Exemplo 1.52 Identifique se é reta, plano etc. o conjunto:
(2,3,5,7)+ ((1,1,1,1),(2,2,2,2),(3,3, 3,3)).
Solucdo: E uma reta em R* embora seja gerado por 3 vetores. Isto porque (2,2,2,2) =
2(1,1,1,1), (3,3,3,3) = 3(1,1,1,1). Desta forma,
((1,1,1,1),(2,2,2,2),(3,3,3,3)) = ((1,1, 1, 1)). [ |
Portanto a caracterizacdo geométrica de S = w + (uy, us, ..., u,) depende ndo do valor

de p, mas de quantos vetores sdo Lls. Assim se:

p =20, S é&um ponto;
e p=1, 5 & uma reta ou ponto;

e p=2, S é& um plano, uma reta ou um ponto;

p =3, S é a translacdo de um subespaco de dimensdo 3, um plano, uma reta ou um
ponto;

e p==Fk, S éa translacdo de um subespaco de no maximo dimensio k.

E intuitivo que em R? qualquer conjunto de 3 vetores sera LD pois caso contrario geraria
um subespaco de dimensdo 3. Do mesmo modo em R3, qualquer conjunto com 4 ou mais
vetores é LD pois caso contrario geraria um subespaco de dimensdo maior que 4.

Por outro lado, para que um conjunto de vetores gere todo o R? deve ter pelo menos 2
vetores, caso contrario gerara somente uma reta ou ponto. Para que gere todo o R? deve ter
pelo menos 3 vetores, caso contrario gerara somente plano, reta ou ponto.

Concluimos que em R™:

e um conjunto com mais de n vetores é LD,;
e um conjunto com menos de n vetores ndo gera R”;

e um conjunto de n vetores gera R" se, e s6 se, € LI.
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1.4 Exercicios de Introducdo a Algebra Linear

1.4.1 Exercicios de Fixacao

Fix 1.1: Determine quais dos vetores abaixo sdo miltiplos de (ou paralelos a) (2,6, —4) € R3:
(a) (4712a8)' (b) (3’ 97_6); (C) (0,0, O), (d) (_17_372)

Fix 1.2: Quando representamos vetores como setinhas:

(a) dois vetores iguais sdo necessariamente (coincidentes, paralelos);

(b) fazendo produto por k > 1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor)
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

(c) fazendo produto por kK = —1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor)
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

(d) fazendo produto por k < —1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor)
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

(e) fazendo produto por k, com —1 < k < 0, obtemos vetor com (mesmo,
maior, menor) tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

Fix 1.3: Determine se é ponto, reta ou plano o conjunto representado pela(s) equacdo(&es):
() z=4emR*} (b)z=-1emR; (c)y=3emR3
(dyz+y=2emR% (e)z—y=—1emR3

(f){ac:i2 em R?; (3;){”;;:2_5 em R?; (h){x_y:_5 em R?,

Y y=2
Fix 1.4: A a intersecdo da reta 3y — 2z = 5 com o
(a) eixo = é ; (b) eixoy é

Fix 1.5: A parametrizacdo da reta
(a) x =3¢ ; (b)y=-1¢
Fix 1.6: Determine se é combinagdo linear de (2,0) e (0, 2):

(@) (0,0);  (b) (1,0);  (c) (4,6).

Fix 1.7: Complete lacunas. Resolver o sistema { i“‘fj’f ; b equivale a determinar se:
(a) existem z,y € Rtaisque z(__, _ )+y(__, __)=(_, _)(CL)
(b) (., e, ) (_, ) (espago gerado).

Fix 1.8: Considere a correspondéncia existente entre resolver um sistema linear e existéncia de
combinacdo linear. Considere as opcdes: (1) existe pelo menos duas combinacdes lineares,
(2) existe somente uma combinacdo linear, (3) ndo existe combinacdo linear. Corresponde
a um sistema:

(a) sem solucdo:_; (b) com infinitas solucdes:_ ; (c) com solucdo Gnica:___
Fix 1.9: Associe a cada sistema abaixo (uma letra) o problema correspondente (um niamero):
x+y—1 .
x+y—3 y N
xiiytgz_é L@ er=l
y L r4+3y=2 ——
rT—y—z2=23

1) (1,2) € (1, 1),(2,3))7; (2) (1,2) e ((1,1),(2,2),(
(1,2 1 ( 1

(3) ,2,3) € <(1,171) (1,2,

1Versso 23.ag0.2012 11h
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Fix 1.10: Determine se é ponto, reta ou plano:
(a) ((1,2,0,0),(2,4,0,0)) + (2,1,2,2); (b) ((1,2,0,0),(0,1,0,0)) + (0,0,0,0);
(c) ((1,1,1,1)) +(0,0,0,0);  (d) {(0,0,0,0)) + (1,1,1,1);

Fix 1.11:Se u é combinac3o linear de v e w, entdo necessariamente u pertence:
(a) a reta gerada por w? (b) ao plano gerado por v e w?

Fix 1.12:Seja S um conjunto com 5 vetores em R™. Determine se é verdadeiro ou falso:
(a) se n = 3, entdo S é sempre LD; (b) se n = 4, entdo S sempre gera R%.

Fix 1.13: O nimero minimo de equacBes cartesianas para determinar um(a):
(a)retaemR3é _ ; (b)retaemR*é __; (c) planoem R* & __; (d) planoem R* &

1.4.2 Problemas

Prob 1.1: Determine, se for possivel, & € R tal que w = (1,0,2) + k(—1,2,0) seja um
maltiplo (isto é, seja paralelo) a

(a) u= (_17371>; (b) V= <_17372)
Prob 1.2: Determine parametrizagdo para as retas (em R?):

(@Q)y—2zx=5 (b)y=—-1.

Prob 1.3: Determine equacdes cartesianas para as retas (em R?):

O AL CR S RN CY SRR St

Prob 1.4: Determine parametrizacdo para as retas (em R?):

P E e

Prob 1.5: Determine parametrizacdo para a reta (em R3):
(a) que contém os pontos (2, —3, —1) e (1, 2, 1);
(b) que contém o ponto (—1, 2, —1) e é paralela ao vetor (0, 0, 1);
(c) que pertence ao planoz —y=z—1eaoplano 3z —y+1=z.

Prob 1.6: Determine equacdes cartesianas para as retas (em R?):

r=2t—1 r =2 r=>5—1 r=1t
(@quv=-t ; (b)gy=-3; (c)q y=6t+2 ; (d)< y=t.
z2=3t+2 z=1t z=—t—1 z2=0

Prob 1.7: Determine parametrizacdo para os planos (em R3):
@z+y—2=2 (b)y—2z=0.

Prob 1.8: Determine equacgdes cartesianas para os planos (em R3):

r=s+t r=t r=2s+2 r=t
(a) R y=s—1 (b)) y=1; () y=t—s ;o (d) =t .
z=4s — 2t — 2 Z2=5 z2=4s—2t+1 Z2=5

o plano T, = {(z,y, 2) € R3}| z + 2z = 0}. Determine:
(@) rNILy;  (b) rNIly;  (c) I} N1I,.
Prob 1.10: Determine parametrizacdo para o plano (em R?) que contém os) ponto(s):
(a) (1,0,1), (0,1,1) e (—1,0,0).
(b) (3,0,—1) e & simultaneamente paralelo aos vetores (2,—1,1) e (0,1,—1) .
(c) (1,3,2) e (—1,2,1) e é paralelo ao vetor (1,—1,—1).
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r=1t+1
(d) (—3,1,0) e a reta parametrizada por ¢ y=1—1 .
z=1t—-1

Prob 1.11: Considere a reta r = (1,2,0,0) + ¢(0, 1/2, 1, —1) C R3. Determine:
(a) trés pontos distintos de r;  (b) se (1, 4, 4, —4) € r;
(c)se (1, 4,3, 2)er;, (d)ser=(1,4, 3, 2)+s(0, 1/2, 1, —1);
(e)ser= (1, 4, —4, 4) 4+ s(0, —2, —4, 4).
Prob 1.12: Considere plano IT = (1,1,2,0) +#(—1,2,—1,2)+s(1,1,1,1) C R%. Determine:
(a) quatro pontos distintos de IT;  (b) se (2,5,3,4) € II
(c)se (1,1,3,3) e II; (d)seIl=(1,1,3,3)+ ((—1,2,—1,2),(1,1,1,1));
(e) intersecdo com eixo y; (f) intersecdo com plano ((1,0,0,0), (0,0,0,1)).
Prob 1.13: Determine uma parametrizacdo para:
(@) {(z,y,z,w) € RY 2 —y+ 32z —2w=4}; (b) {(z,y,2,w,u) € R z — 3u =5}
() {(z,y,2,w) ERY 2 +22=0, y—w=0}
Prob 1.14: Determine por inspecio se é LI:
(a) {(1,2,2,3),(2,4,4,5)}; (b) {(-1,2,1,-3),(3,—6,—3,9};
(c) {(1,2),(2,1),(3,3)}; (d) {(1,2,3,4,5),(0,0,0,0,0),(5,4,3,2,1)}.
Prob 1.15: Determine se:
(a) (1,2,3,5) € ((1,2,3,4)); (b) (—1,0,0) € ((2,1,1),(3,1,1));
(c) (—1,0,2) € {(2,1,1),(3,1,1)); (d) R*=((0,1,0),(1,0,1),(0,0,1));
(¢) ((2,1,2)) = ((2,-1,2)).

1.4.3 Extras

Ext 1.1:Seja S um conjunto com 5 vetores em R™. Determine se é verdadeiro ou falso:
(a) se n =7, entdo S & sempre LI; (b) se n = 3, entdo S pode gerar o R3;

Ext 1.2: Determine parametrizacdo para os conjuntos:

20 — 3y + 5z =1
_ 2. 3.
(a) x =3 em R%; (b){ cty=1 m R,

(c)z—2y=1emR3 (d)3z—22—-5=0em R

Ext 1.3: Determine se é ponto, reta ou plano:

(a) (1,2,1,2,1) +((0,0,0,0,0),(—1,2,1,2,1)));
(b) (1,2,1,1)+ ((1,2,1,3),(1,2,1,4)));

(c) (1,2,1,1) +((1,1,1,1),(0,2,0,2),(1,3,1,3)));
(d) (2,0,2.0) + {(1.2,0,0), (1, 1,1,0), (0,0,0,0)):
(¢) (0,0,0,0) +((0,0,0,0)));

(f) v+ (u,—u,3u) com u # 0.

Ext 1.4:Escreve o sistema linear (ndo resolva o sistema) que deve ser resolvido para deter-
minar se (1,2,1,0) é combinacdo linear de (—1,2,—3,1) e (2,2,—1,3).

1.4.4 Desafios

Des 1.1: Um truque de magica bem conhecido é a fuga de uma caixa completamente fechada.
Vamos ver como isto é possivel em R*.

No plano é impossivel fugir de dentro de um quadrado sem atravessar uma das arestas. No
entanto, em R?, podemos fugir do quadrado subindo (na direcdo perpendicular ao quadrado);
andando paralelamente ao quadrado para fora dele; e descendo(na direcdo perpendicular ao



1.4. EXERCICIOS DE INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR 25

quadrado) retornando ao plano que contém o quadrado mas no lado de fora dele. Desta forma
saimos de dentro do quadrado sem atravessar nenhuma das arestas.
Utilizando esta ideia, considere o cubo C' C R* definido por C' = {(z,y,2,0) € R*; |z] <
Lyl <1,]z] <1}

(a) Faca definicdo aniloga em R? do quadrado e esboce o conjunto.

(b) Descreva a parametrizacdo de uma curva que comece em (0,0,0,0) € C' e termine
fora de C.
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Capitulo 2
Sistema Linear

Neste capitulo apresentamos:

(a
(b

aplicacGes de sistemas lineares;

o conjunto das matrizes e sua relacdo com vetores;

c) operacdes elementares em matrizes e sistemas equivalentes;
) algoritmo da eliminacdo de Gauss para escalonamento de matrizes;

(d
(e) como determinar se um sistema linear possui solu¢do dnica, infinitas solucdes ou ne-

nhuma solu¢do. Caso possua solu¢do, qual é a solugdo (se Gnica) ou a parametriza¢do
do conjunto-solugdo (se infinitas).

(f) interpretacdes do produto matriz-vetor implicando em diferentes interpretacdes de so-
lucdes de um sistema linear. Em particular interpretacdo geométrica da soluco de
sistemas em qualquer dimens3o.

2.1 Aplicacoes de Sistemas Lineares

Sistemas lineares aparecem em diversas aplicacdes na Fisica, Quimica, Engenharia e em pro-
blemas da prépria Matematica. Vamos apresentar diversos exemplos que servem de motivacio
para este estudo. O Exemplo ndo sugere necessidade de muitas (milhares de) variaveis e
foi incluido somente para contrastar com os outros.

Exemplo 2.1 H3 dois tipos de moeda indistinguiveis, exceto pelo peso. As de material X
pesam 10 g cada e as de material Y, 20 g cada. Se um conjunto de 100 moedas pesa 1.25
Kg, quantas sdo do material X?

x4+ oy = 100
102 + 20y = 1250

Exemplo 2.2 A combustdo do propano produz diéxido de carbono e dgua. Encontre a, b, ¢
e d de forma a balancear a equacio da reacdo: a C3Hg + b Oy — ¢ CO, + d H>O.

IVersio 05.0ut.2012 03h
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Balanco de C: 3a = ¢,  balanco
equacdes e 4 variaveis:
3a
8a
Oa

de H: 8a =

+0b —1c
+0b +0c
+2b —2¢

2d,

+0d
—2d
—1d
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balanco de O: 2b = 2¢ + d. Sdo 3

0
0 .
0

Exemplo 2.3 Foram realizadas medicSes de dados bidimensionais (por exemplo distancia
percorrida e consumo de combustivel de um automdvel) obtendo-se N pontos (x;,y;) no
plano. Sabendo-se que a relacdo deve ser linear, qual a equacdo da reta que melhor aproxima

esta relacdo?

Precisamos determinar a,b € R tal que a reta y = ax + b passe o mais perto possivel (em
sentido a ser precisado) de todos os pontos (x;,1;), como indicado na Figura A resposta
é dada através do chamado método de minimos quadrados (veja Secdo[5.3 da pl[143), que
busca solugdo aproximada (com menor erro) do sistema com 2 variaveis (a,b) e N equacdes:

ar1+b =
ary +b = yn.
Y,

T

Figura 2.1: Reta Aproximada

Exemplo 2.4 Determine, caso exista, uma parabola v da forma y = ax? + bz + ¢ que passa

pelos pontos (0,1), (1,3), (2,4) e (3,9).

melhor aproxima estes pontos.

$ 4l

Caso ndo exista, determine uma parabola que

0
1

( )+c
() +ec
(2) +c
(3)+¢

Obtemos um sistema com 4 equagdes e 3 variaveis (a,b, c):

Oa
la
4a
9a

+0b
+1b
+2b
+3b

+1c
+1c
+1c
+1c

O =~ W+~
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Exemplo 2.5 Determine a funcdo cibica da forma f(x) = ax® + bx? + cx + d que melhor
aproxima a funcdo cos(x) nos pontos k; comi=1,..., N (N tdo grande quanto se queira).
Observe o exemplo anterior para obter:

akiy +bki +cky +d = cos(ky)

aky +bk% +cky +d = cos(ky)
Resolvemos este exemplo com o Maxima no Apéndice da p[244

Exemplo 2.6 Queremos determinar a distribuicdo de temperatura no interior da placa re-
presentada na Figura sabendo a temperatura em volta desta placa, conforme indicado na
figura. Para isto vamos utilizar um principio fisico que garante (de forma aproximada) que a
temperatura em um vértice é igual a média das temperaturas dos quatro vértices mais proxi-
mos. Deste modo, a temperatura a por exemplo é igual a (20 + 25+ b+ d)/4. Procedendo
desta forma obtemos 6 equacBes e 6 varidveis (a,b,c,d, e, f):

4a —b—d = 45
db—-—a—c—e = 15
de—b—f = 25
4dd—e—a = 55
de —b—d—f = 20
| 4f —c—e = 35
15°  20°
10° B EA PP
15 CA
20° R
25°  30°

Figura 2.2: Placa Aquecida

ﬂaservagéo 2.1 Porque Resolver Sistema com muitas equacées/variaveis? \
No Exemplo podemos ter N (o nimero de pontos) tdo grande quanto se queira. No
Exemplo poderiamos utilizar, ao invés de uma malha 4 x 5, uma malha 100 x 100
(em torno de 10 mil varidveis). Ou ent3o considerar a distribuicio de calor em uma peca
sélida, com trés dimensdes espaciais. Neste caso, utilizando um malha de 100 x 100 x 100,
chegamos a cerca de 1 milhdo de varidveis.

\i;rge desta forma, naturalmente, a resolucdo de sistemas com muitas equacées e muitas

ridveis. J
Exemplo 2.7 Determinar o fluxo de carros em ruas faz parte do planejamento urbano de

uma cidade. Outros fluxos importantes sdo de dgua, corrente elétrica, mercadoria, ou bytes
(internet). Nesses sistemas existem vias (ruas, canos, estradas ou fios) que transportam estes
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fluxos e que devem ser planejados de forma a suportar as capacidades. Estes problemas sio
modelados por sistemas lineares. Consulte livros de algebra linear ou Wikipedia para detalhes
sobre estes modelos.

Exemplo 2.8 O vetor (0,6,10) é combinacdo linear de (1,2,3), (2,1,1) e (4,—1,-3)7
Precisamos saber existem «, 3, tais que a(1,2,3) + £(2,1,1) + v(4,—1,—-3) =
= (o, 20, 3a) + (28,6, 8) + (4, —v, =3y) = (a + 2B+ 4y, 2a+ B —7, 3a+ [ —37) =
= (0,6, 10).
la 428 44y = 0
Assim precisamos determinar «, 3, tais que: X 2a +15 —1yv = 6 .
30 418 -3y = 10

Destes exemplos concluimos que:
e sistemas lineares modelam problemas bem distintos entre si;

e problemas da Algebra Linear recaem na resolucdo de sistemas lineares de modo que
as técnicas para resolvé-los nos acompanhardo por todo o curso;

e facilmente os sistemas podem ter milhares de variaveis — neste caso a teoria sera
fundamental para se entender as solucdes que serdo geradas por softwares de com-
putacdo cientifica.

2.2 Matrizes e Vetores do R"

Definicdo 2.1 (matriz) Uma matriz A sobre um conjunto K (neste texto sempre K = R,
mas pode-se ter K = C,Q,Z,N etc.) é um arranjo num retangulo m x n (m linhas e n

colunas) de mn elementos a;; e K (i=1,...,mej=1,...,n):
@11 - Aip
A=
Am1 - Gmn

Escrevemos também que A = (a;;), onde o nimero de linhas e colunas fica subentendido
pelo contexto.

Observacdo 2.2 Para lembrar da convencdo que matriz m X n significa m linhas e n
colunas observe que quando queremos localizar uma letra numa pagina (arranjo retangular)
falamos que ela esta na linha m, coluna n: é natural dizer a linha primeiro.

Definicdo 2.2 (espaco das matrizes) Denotamos por M., s, (Mnxn(K) seria mais pre-
ciso) o conjunto das matrizes sobre K = R com m linhas e n colunas.



2.3. INTERPRETACAO DE SISTEMAS EM R, R? E R3 31

Vetor como Matriz com uma Coluna
Vimos na Definicio da pll] que um vetor u € R" & representado por u =
(a1, as,...,an_1, a,). Podemos representar 0 mesmo vetor u como um elemento de
PR
)
M,,«1 (matrizes com uma anica coluna) por
Ap—1
a?L
Faremos esta identificacdo entre vetores e matrizes com uma coluna (veja Lema da
plI2I)): R™ ~ M,,;. Esta identificacdo é uma bijecdo entre os dois conjuntos (porque?).
Por exemplo, determinamos o mesmo vetor v € R* por v = (a,b,c,d) (uso correto) ou
a

b | . . ) . :
vV = (é um abuso de notacdo pois um vetor & uma n-upla e n§o uma matriz coluna).

@)

S8

bservacdo 2.3 Alguns livros definem vetor do R" como uma matriz com uma co/unh
Existem 2 problemas nessa abordagem:
(a) Veremos na Secdo da p[118 que o mesmo vetor, dependendo da base escolhida,
serd representado por uma matriz coluna distinta.
(b) O R™ é o produto cartesiano de R por ele mesmo n vezes, o que implica que seus
elementos sdo n-uplas de elementos de R.
Um vetor pode ser identificado com uma matriz com uma linha — faremos isto ocasional-
mente para interpretar o produto matriz vetor — mas a convencdo utilizada em todos os
\Iiv\ros é como uma matriz com uma coluna. J

2.3 Interpretacio de Sistemas em R, R? e R?

Vamos discutir e interpretar geometricamente solucdes de sistemas lineares em R (reta),
R? (plano) e R? (espaco). Na Secdo da p. retomamos a interpretacdo geométrica,
generalizando-a para R".

2.3.1 Na Reta (R)

O sistema mais simples que existe é o sistema 1 x 1 (1 variavel e 1 equacdo): determine
x € R tal que:
{ ar=1>

Para resolvé-lo, consideramos trés casos:
(a) se a # 0, entdo v = a~'b: sistema com solucio anica;
(b) se a =b =0, entdo qualquer = € R & solucdo: sistema com infinitas solucdes;
(c) sea=0eb+#0, entdo nenhum = € R & solucdo: sistema sem solucdo.

No ensino médio aprendemos a generalizar esta analise para sistemas 2 x 2 e 3 x 3 da
forma Ax = b, com b € R? ou R?. Se det(A) # 0 (similar a condi¢cdo a # 0 acima), entdo
existe solucdo Gnica x = A~'b. Caso contrério, dependendo de condicdes que relacionam
A e b, o sistema possui infinitas soluces ou ndo existe solucio.
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@)servagéo 2.4 C(lassificamos os sistemas lineares como sem solucdo, com solu,ca%
anica ou com infinitas solucées. No ensino médio utiliza-se outro vocabulério (que ndo
utilizaremos):

e sem solucdo: incompativel ou impossivel ou inconsistente;
e com solucdo: compativel ou possivel ou consistente;

e com solucdo dnica: (compativel ou consistente ou possivel e) determinado

\ e com infinitas solucées: (compativel ou consistente ou possivel e) indeterminadoJ

[Observagéo 2.5 E utilizado como sinénimo de variavel o termo incégnita. J

2.3.2 No Plano (R?)

i anr+a = b r -
No sistema ne o+ a2y 1) cada equacdo representa uma reta (r; € r2). Re-
anT +agy = by (r),

solver o sistema equivale a buscar intersecdes destas retas. Por outro lado o sistema pode ser
escrito como
an 12 by
T +vy =1 .
21 22 2

Vi — 11 Vo — a2 b— by
1 a9t sy V2 9o ) b2 )

resolver o sistema corresponde a determinar se existem x,y € R tais que

Definindo vetores

vy + Yvo = b,

ou seja determinar se b é combinacio linear de v; e v,. Na linguagem de espaco gerado,
queremos saber se

b e <V1,V2> .

Interpretacdes da Solucdo de Sistema 2 x 2
(a) Intersecdo de 2 retas (interpretacdo geométrica).
(b) O vetor “lado direito” do sistema esta no espaco gerado pelas colunas da matriz do
sistema (interpretacdo algébrica).

lx +1ly = 2
lx =1y = 0 (re)

Defina v, = { i } , Vg = [ _1 ] b= { (2) ] LA Figuraapresenta as duas interpreta-

¢Bes para a solucdo deste sistema, que possui solucdo nica igual ao ponto (1,1): no lado
esquerdo a intersecdo de duas retas, no lado direito observe que b é combinacdo linear dnica
de v, e vy (mais exatamente, neste caso b = 1vy + 1vy). Assim b € (v, vs).

Exemplo 2.9 (solucdo Gnica) Considere o sistema

le -2y =

~ . . 2
Exemplo 2.10 (sem solucdo) Considere os:stema{ Cop 4y = 2 ()
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2 Y )
o

Y

Y

Vi
(0 T B
m\' b

1 Vo

Figura 2.3: Solucdo Unica

Defina v, = [ _é } , Vg = [ _Z } b = [ ; } . A Figura apresenta as duas inter-

pretacées para a solucdo deste sistema, que é sem solucdo: no lado esquerdo duas retas
paralelas (portanto sem intersecdo), no lado direito observe que b ndo é combinagio linear de
V1 € Vo pois ambos estdo na mesma reta. Portanto qualquer combinacdo deles ficard nesta
mesma reta. Assimb & (v, vs).

Vo
T2

(0,1/2 (2&1 b
/({L 0) T x

/ 0,-1) \2]

Figura 2.4: Sem Solucéo

e ~ ) . lx =2y = 2 (r)
Exemplo 2.11 (infinitas solucdes) Considere o sistema Cor tdy — —4 (1)
: 1 —2 2 .
Defina v; = Lo Ve = 4 b= E A Figura |2.5 apresenta as duas

interpretacées para a solucgo deste sistema, que possui infinitas solucées: no lado esquerdo
duas retas coincidentes, no lado direito observe que b pode ser escrito de infinitas formas
como combinacdo linear de vi e vy pois os trés estdo na mesma reta. Por exemplo, b =
Ovy — ve = 2vy + 0vy = vy — 1/2vy. O conjunto-solucdo nesse caso sera (verifique!)
{(0,2) +¢(1,—1) | t € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucdo é a reta
(0,2) + ((1,—1)). Assimb € (v, Vvs).

lz +1ly =
Exemplo 2.12 (sem solucdo) Considere o sistema { O0x +1y =
la +0y =

S O N
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Vo

T =79
(2,0 x

Vi

0 1)
/ b

Figura 2.5: Infinitas Solucdes

1 1 2
Definav, = | 1 |,vo= |0 |,b= | 0 |.A Figura|2.6 apresenta a interpretacdo
0 1 0

geométrica para a solucdo deste sistema, que é sem solucdo: sdo trés retas que ndo se
interceptam no mesmo ponto. Observe que b & (vq,vy) (porque? prove isso).

1LY
(0,2)
T2 x

<2b\

Figura 2.6: Sem Solucdo

Vamos fazer um resumo do que fizemos do ponto de vista geométrico. Como cada equacio
da forma ax + by = c representa uma reta em R?, um sistema com 2 equacdes corresponde,
geometricamente, a um dos trés casos:

(a) 2 retas (ndo-paralelas e ndo coincidentes) se interceptando num ponto: solucdo
Ginica, conjunto-solucdo é um ponto;

(b) 2 retas paralelas ndo-coincidentes: sem solucdo, conjunto-solucdo é vazio;

(c) 2 retas coincidentes: infinitas solucdes, conjunto-solucdo é uma reta.

Vamos ver, de forma sistematica, todas interpretacdes geométricas de um sistema com 3
equacdes em R?. Convidamos o leitor a fazer os desenhos correspondentes.

Partindo de 2 retas r; e o ndo-paralelas e ndo-coincidentes, considere a ponto P = r1 N1y
(intersecdo das retas):

(a) terceira reta contém o ponto P: solucdo finica, conjunto-solucdo é um ponto;

(b) terceira reta ndo contém o ponto P: sem solugdo, conjunto-solugdo é vazio. Neste
caso as 3 retas formam um tridngulo (faga uma figural);

Partindo de 2 retas paralelas ndo-coincidentes:

(c) independente da posicdo da terceira reta: sem solucdo, conjunto-solu¢do é vazio.



2.3. INTERPRETACAO DE SISTEMAS EM R, R? E R3 35

Partindo de 2 retas coincidentes r| = ry:

(d) terceira reta intercepta r; mas ndo é coincidente: solucdo dnica, conjunto-solucdo
& um ponto;

(e) terceira reta é coincidente a r: infinitas solucées, conjunto-solucdo é uma reta.

2.3.3 No Espaco (R?)

Nesta secdo convidamos o leitor a verificar cada interpretacdo representando os planos com
folhas de papel, as m3os, paredes e chdo da sala, etc. Isto é muito importante para
desenvolver a intuicdo para o que se segue. Ajuda também representar o plano x = y em R3
como a reta o = y em R? e colocar o eixo z saindo do papel.

A equacdo ax + by + cz = d representa um plano em R?. Assim determinar a solucdo de
um sistema com 2 equacdes corresponde, geometricamente, a determinar a intersecdo de 2
planos. As possibilidades s3o:

(a) 2 planos (n&o-paralelos e ndo coincidentes) se interceptando numa reta: infinitas
solucdes, conjunto-solucdo é uma reta;

(b) 2 planos paralelos nio-coincidentes: sem solucdo, conjunto-solu¢do é vazio.
(c) 2 planos coincidentes: infinitas solucdes, conjunto-solucdo é um plano.

Vamos ver, de forma sistematica, todas interpretacdes geométricas de um sistema com 3
equacdes em R3. Partindo de 2 planos II; e II, ndo-paralelos e ndo-coincidentes, considere a
reta r = II; NIl (intersecdo dos planos):

(a) terceiro plano ndo é paralelo a reta r: solucdo Gnica, conjunto-solugdo é um ponto;

(b) terceiro plano é paralelo ndo coincidente a reta r: sem solucdo, conjunto-solucdo é
vazio. Neste caso os 3 planos formam um prisma triangular (tente visualizar isto!);

(c) terceiro plano contém a reta 7: infinitas solucdes, conjunto-solucdo é a reta r;
Partindo de 2 planos paralelos ndo-coincidentes:

(d) independente da posicdo do terceiro plano: sem solucdo, conjunto-solucdo é vazio.
Partindo de 2 planos coincidentes I, = II,:

(e) terceiro plano intercepta I1I; mas ndo é coincidente: infinitas solucdes, conjunto-
solucdo é uma reta;

(f) terceiro plano é coincidente a II;: infinitas soluc@es, conjunto-solugdo é um plano.

Esta analise pode ser feita para 4 equacdes também. Na Secdo [2.8| da p[56] apresentamos
a interpretacdo geométrica de sistemas em R"™ com qualquer namero de varidveis. Note que
no R? o conjunto-solucdo pode ser infinito de 2 formas: um plano ou uma reta.
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2.4 Operacoes Elementares e Sistemas Equivalentes

Definicdo 2.3 (matriz de coeficientes, matriz aumentada e lado direito)

Considere o sistema, com m equacdes em n variaveis ri,Ta, ..., T,:
a;ry  +appTz - tapT, = b
an Ty +apry - +agT, = b
Am1T1 +QmaTs - FAppT, = bm

Definimos como matriz de coeficientes, matriz aumentada (ou ampliada) e o lado direito do
sistema acima as matrizes indicadas na figura abaixo.

matriz aumentada ou ampliada

- N

@11 Qa2 - Qi by
Q21 Q22 -+ Q2p by
ml Am2 - Amn bm

- ~ - - . -
matriz de coeficientes lado direito

Note que a matriz de coeficientes possuim linhas e n colunas que correspondem as m equacées
em n variaveis do sistema.

f ~ = . i . . 1
v . comum o abuso de linguagem ‘“considere o sistema A", onde A é a
Observacdo 2.6 E buso de | d t A de A
\matriz aumentada do sistema a ser considerado.

Quando a matriz de coeficientes possui algumas formas particulares, o sistema pode ser
resolvido facilmente. O primeiro caso é quando a matriz de coeficientes é diagonal: a

solucdo do sistema é imediata.

Definicdo 2.4 (matriz diagonal) A é diagonal se a;; = 0 para todo i # j.

3 00 0
—10 0 0 10 0 =5 0 0
Exemplo 2.13 S3o matrizes diagonais: 03 0],/]03},{0 OO0 O
0 0 =5 0 0 0 00 -3
0 00 0
3 0 0 5)
Exemplo 2.14 Resolva o sistema | 0 —2 0| 4
0 0 1]|-2
31’1 = 5
Solucdo: A matriz ampliada corresponde ao sistema: —2x9 = 4 . O conjunto-
Trs = —2

solucdo é { (g, -2, —2) } [ ]
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Outro caso facil é quando matriz de coeficientes é triangular.

Definicdo 2.5 (matriz triangular superior) A é triangular superior se a;; = 0 para
todo i > j.

-1 1 7 5 2 3 12 0 -3
Exemplo 2.15 E triangular superior: 03 2|,/]03],/0 =53 0
0 0 —1 0 0 0 0 5 -1

(7 ~ ] . .. . . . . . s
Observacdo 2.7 Existe definicdo similar de matriz triangular inferior, cuja definicdo
@eixamos para o leitor.

Quando a matriz é triangular superior a solucdo é calculada através da substitui-
cao para tras. Comecando-se da dltima equacdo, onde se determina a dltima variavel,
determina-se cada variavel, sucessivamente, de tras para frente.

3 1 3] 2
Exemplo 2.16 Resolva o sistema | 0 —2 1| -5
0 0 2|-2
31’1 +x2 +3ZL’3 = 2
Solucdo: A matriz ampliada corresponde ao sistema: —2xy +x3 = -5 . Fa-

zendo a substituicido para tras, calculamos primeiro x3 da dltima equac3o. Substituimos
seu valor na segunda equacdo e obtemos x,. Finalmente, substituindo x| e x5 na primeira

equacdo, calculamos x1:

203 = =2 = r3 = —1
—2zy  +(-1) = =5 = 1y = 2. n
3r1 +(2) +3(-1) = 2 = rn = 1

Definicdo 2.6 (sistemas equivalentes) Dois sistemas (nas mesmas variaveis) so equi-
valentes se tém o mesmo conjunto-solucéo.

Exemplo 2.17 Os dois sistemas da Figura sdo equivalentes, embora com nimero de
equagdes distintas, pois possuem o mesmo conjunto-solucdo {(1,1)}.

k

(0,2)

1
—1

)

(O

Figura 2.7: Sistemas equivalentes
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A estratégia para Solucdo de Sistemas Lineares é transformar um sistema qualquer num
sistema equivalente (mesmo conjunto-solucéo) “facil”:

e na forma escalonada (“tipo” triangular superior, ver Definicdo da p/41)) ou

e na forma totalmente escalonada (“tipo” diagonal, ver Definicdo da p/42).

Para isto precisamos ver como gerar sistemas equivalentes utilizando as operacodes ele-
mentares, que sio efetuadas na matriz aumentada de um sistema. Estas operacdes podem

ser vistas também como operacdes nas equacdes do sistema, embora quando efetuamos os
calculos fazemos as operacdes diretamente na matriz aumentada.

Definicdo 2.7 (operacdes elementares) Sio operacées elementares numa matriz (I;
é a i-ésima linha):

(a) trocar a ordem das linhas: (denotado l; <> ;):

(c) substituir linha por sua soma com miltiplo de outra (denotado l; < I; + kl;):

(d) descartar ou acrescentar linhas sé de zeros:

_ll_ _Zl_

Definicdo 2.8 (matriz equivalente) Uma matriz A é equivalente a B se pode ser obtida
por meio de uma sequencia de operacées elementares. Denotamos A ~ B.
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Lema 2.9 (sistemas e matrizes equivalentes) Sejam A e B matrizes aumentadas de
dois sistemas (nas mesmas varidveis). Se as matrizes sdo equivalentes (A ~ B), entdo os
sistemas correspondentes sdo equivalentes ( possuem mesmo conjunto-solucio )

Prova: Cada uma das operacdes elementares efetuadas na matriz aumentada de um sistema
corresponde a uma operac3o nas equacdes desse sistema que ndo altera o conjunto-solucio:

(a) trocar a ordem das linhas: trocar ordem das equacBes em um sistema ndo altera o
conjunto-solucjo.

(b) multiplicar uma linha por um escalar ndo-nulo: substituir a equacdo A = B por
kA = kB. lsto ndo altera o sistema pois se A = B, entdo kA = kB (isto é verdade mesmo
se k = 0). Por outro lado se kA = kB, como k # 0, multiplicamos os dois lados por k! e
obtemos que A = B. Portanto n3o alteramos o conjunto-soluc3o.

(c) substituir linha por sua soma com miltiplo de outra: substituir as equac&es (correspon-
g _ 15) por{ C+kﬁ _ D—Hcg .SeC =D, como A = B,
kA = kB para qualquer k (mesmo k = 0). Somando esta equac¢do nos dois lados de C' = D
obtemos que C'+ kA = D + kB. Por outro lado, suponha que C' + kA = D + kB. Como
A = B, kA = kB para qualquer k. Logo subtraindo kA dos dois lados de C'+kA = D+ kB,
obtemos C = D + kB — kA = D.

(d) descartar (ou acrescentar) linhas s6 de zeros: eliminar (ou acrescentar) a uma equacdo
sempre verdadeira (0 = 0), que ndo altera o conjunto-solucdo. [ ]

dentes a linhas i e j)

/&servagﬁo 2.8 Dessas operaces podemos deduzir outras como por exemplo: “se d@

linhas sdo iguais, uma delas pode ser descartada”. Isto porque o sistema { B i g
) B = C .
equivale a B_B — C—_C tomando k = —1 na operacdo (c). Portanto obtemos
: B = C . . :
Qstema . Pela operacdo (d) este é equivalente a { B = C .
0= 0 /

Deve-se tomar cuidado pois nem toda operacdo gera sistemas equivalentes. No préximo
exemplo ilustramos um erro que n3o é comum mas serve para ajudar a entender o exemplo
depois desse.

Exemplo 2.18 Embora possamos substituir uma linha pela soma dela com outra, ndo po-
demos fazer isto simultaneamente com duas linhas pois seno transformariamos o sistema

A=B A+C=B+D
{ C=D em{ A+C=B+D
{ A+ C =B+ D pela observacio anterior.

. Mas este sistema é equivalente a

r+y =

cujo conjunto-solucdo é
2e—y = 0 w Ju v

Vamos ver num caso particular. Considere {

= 3

x . .
cujo conjunto-
3¢ = 3 Yoo

{(1,2)}. Somando as duas linhas simultaneamente obtemos {

solucdo é {(x,y) = (1,t);t € R}.
Note que isto é diferente de substituir a primeira linha pela soma dela com a segunda

obtendo { 9 _35 i 8 e depois substituir a segunda linha pela soma dela com a primeira
3r = 3 . ~
obtendo ey — 3 Note que preservamos o conjunto-solucdo {(1,2)}.
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O erro apresentado no exemplo anterior dificilmente &€ cometido. No préximo exemplo
apresentamos um [erro comum| cometido por alunos que ndo aplicam uma operagdo
elementar de cada vez. Ocorre quando substituimos sem ter um algoritmo.

r+y+z = 3
Exemplo 2.19 Considere o sistema y—+z = 2 cujasolucdo inicaér=y=2z=
r+y = 2
1 1 13
1. Na forma matricial ele corresponde a | 0 1 1|2 | . Vamos fazer simultaneamente
11 0|2 ]
10 0 1
b1y =1y, la<1lyg—13,1l3< l3—1;, obtendo | —1 0 1| O |. Isto corresponde
00 —1]-1
r = 1
aosistema{ —xv+z = 0 cujasolucdo éx =z =1 ey pode assumir qualquer valor.
-z = —1
Portanto o conjunto-solucdo é {(z,y,z) = (1,t,1) = (1,0,1) + ¢(0,1,0), ¢t € R}. Na
linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucdo é a reta (1,0,1) + ((0,1,0)). Note que o

conjunto-solucdo foi modificado.

Observacdo 2.9 O dltimo exemplo mostra a importincia de sermos extremamente
cuidadosos quando aplicamos as operacdes elementares, aplicando uma de cada vez.

Antes de apresentar um algoritmo (Eliminagdo de Gauss pJ42)) para resolver sistemas i-
neares, vamos apresentar, através de um exemplo, a transformacdo de um sistema linear
qualquer, utilizando somente as operacdes elementares, num sistema equivalente di-
agonal, que pode ser facilmente resolvido.

-1 -2 —4 2
Exemplo 2.20 Considere o sistema 0 —7 11| —-25 | . Fazendo I3 < I3+ 31y, cal-
3 13 4 16

3 13 4 16 313 416
culamos bo3x( -1 -2 -4 2 ) = 4+ -3 —6 —12 6 e obtemos
0 7T =8 22
-1 -2 -4 2 0 -7 11 =25
0 —7 11| —-25|. Fazendo l3 <+ I3 + Il calculamos + 0 7 —8 22 e
0 7 —8 22 0 0 3 -3
-1 -2 -4 2 1 -1 -2 —4 2
obtemos 0 —7 11| —-25 | . Fazendo l3 <+ —=l3, obtemos 0 =7 11|-25
0 0 3| -3 3 0 0 1| -1
-1 -2 -4 2
Para fazer |, < [y + 4l3 calculamos —+ 0 0 4 —4 . Para fazer ly < 1y —
-1 =2 0 -2
0 —7 11 —25 -1 -2 0| -2
11l5 calculamos + 0 0 —11 11 . Obtemos entdo 0 -7 0|—-14 |. Fa-
0 —7 0 —14 0 0 1] -1
1 -1 -2 0]-2
zendo 1y < —?lg, obtemos 0O 1 0| 2 |. Fazendo l; < Iy + 2l calculamos

0 0 1|-1
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-1 -2 0 -2 -1 0 0] 2
+ 0 20 4 e obtemos 0 1 0| 2 |. Finalmente fazendo I, + —I[;
-1 00 2 00 1|-1
1 0 0]-2
obtemoso | 0 1 0| 2
0 0 1|-1
T = —2
Agora o sistema é diagonal e pode ser facilmente resolvido: { o = 2 . Portanto
r3 = -1

o conjunto-soluco é {(—2,2,—1)}.

2.5 Resolvendo Sistemas Lineares

O plano de acdo para a solucdo de sistemas lineares é:

e definir o que é a forma escalonada e forma totalmente escalonada de uma
matriz;

e apresentar o algoritmo de eliminacdo de Gauss que transforma uma matriz
qualquer para forma escalonada ou totalmente escalonada. Também chamado de
escalonamento.

e resolver um sistema cuja matriz aumentada esta na forma (totalmente) escalonada.

2.5.1 Escalonamento

Definicdo 2.10 (forma escalonada) Diz-se que uma matriz esta (na forma) escalonada
(‘tipo” triangular superior) se:

e 0 niimero de zeros no inicio de cada linha aumenta estritamente de uma linha
para outra exceto se a linha é toda nula.

e as linhas nulas, caso existam, sdo as altimas da matriz.

Exemplo 2.21 Determine se estdo na forma escalonada:

4 -7 0 —-14 4 4 -7 0 —-14 4

()3 04 0 -1{; (|0 04 0 -1
|0 00 —-13 6 0 00 —-13 6
(3 707 1 4 =70 —-14 4
0142 4 0 0 4 0 —1

()loooo -1, (@|o 00 0 o0
0000 O 0 00 —-13 6
00000 O 0 00 0 O

Solucado: (a) ndo; (b) sim; (c) sim; (d) nao. n

Definicao 2.11 (pivd) Sdo denominados piv8s os primeiros elementos ndo nulos de cada
linha (ndo nula) de uma matriz escalonada.
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Observacdo 2.10 (pivos sao de colunas distintas) Pela definicdo o nimero de pivés
é igual ao namero de linhas ndo nulas. Como o nimero de zeros aumenta estritamente
numa matriz escalonada, os pivés ocupam colunas distintas. Assim o nimero de pivds é
menor ou igual ao nimero de colunas. Temos portanto que:

niimero linhas nao nulas = nitimero de pivos < niimero de colunas

Exemplo 2.22 Na matriz abaixo sdo pivds (indicados em negrito) 4,5, —13.

4 -7 0 —-14 4
0 0 5 0 -1
0 00 —-13 6

Definicdo 2.12 (forma totalmente escalonada) Uma matriz escalonada esta total-
mente escalonada ou escalonada reduzida (‘tipo” diagonal) se os seus pivés:

e s30 todos 1's e

® 530 os dnicos elementos ndo-nulos de suas colunas.

Exemplo 2.23 Determine se estdo na forma totalmente escalonada:

1320 4 10 -100
(a)loo1o0o -1, (B|lo1 200

(0001 6 00 001

1 -2 00 4 1 -7 00 4

0 010 —1 0 010 —1
1o 002 6l @lo 001 6

0 000 0 0 000 0
Solucdo: (a) nao; (b) sim; (c) nao; (d) sim. n

Vamos descrever o algoritmo de Eliminacdo de Gauss, também chamado de escalo-
namento. Através dele, dada uma matriz A qualquer obtemos uma matriz B (totalmente)
escalonada equivalente a A. Ele é dividido em duas partes.

Algoritmo 2.13 (Eliminacdo de Gauss Parte I: Forma Escalonada)

(a) p < (n° de linhas ndo nulas).
(b) k< 1.

(c) Enquanto k < p, repita:

Considere apenas as linhas l;;, lj11,...,1,.

Identifique a coluna ndo nula mais 3 esquerda.

Troque linhas para obter pivé n3o nulo.

Anule entradas abaixo do pivé subtraindo de lj.1, ..., 1, maltiplos de lj.

p < (n° de linhas ndo nulas).
k< k+1.



2.5. RESOLVENDO SISTEMAS LINEARES 43

Algoritmo 2.14 (Eliminacdo de Gauss Parte Il: Forma Totalmente Escalonada)
(a) Execute a Parte | do algoritmo.
(b) Repita, parak=p, p—1, ..., 1:

e Divida [, pelo seu pivé, tornando-o 1.

e Se k > 1 anule entradas acima do pivé subtraindo de 1, . .. ,l;,_1 mdltiplos de [}

Observacdo 2.11 Alguns livros chamam a Parte | de eliminacdo de Gauss e a Parte |
+ Parte Il de eliminacdo de Gauss-Jordan.

2 6 3 1 4
6 3 -2 10

-4 -12 -7 0 —-10
6 18 11 0 14

Vamos aplicar o algoritmo em detalhes na matriz

Inicio da Parte |: Vamos escalonar a matriz.

(a) p + 4.

(b) k + 1.

(c) Inicio do primeiro laco.

e Considere apenas as linhas [y, l5, I3 e l4 (ou seja, todas as linhas).

2l 6 3 1 4

2 6 3 —2 10
—4 =12 -7 0 —10
6 18 11 0 14
e Troque linhas para obter ndo nulo (como o pivd ndo é nulo, ndo precisa fazer
nada).
e Anule as entradas abaixo do 2, subtraindo de [y, [3,1, maltiplos de [;. Fazendo

e Identifique a coluna ndo nula mais a esquerda:

6 3 1 4
1 oo o0 -3 6
ZQ <— lg — Zl, l3 — l3 + 2l1,l4 — l4 - 3ll obtemos: 00 —1 2 92
o0 2 -3 2
o p<+ 4.
ok« 2.
(c) Inicio do segundo laco.
. . : . 00 0 -3 6
e Considere apenas as linhas 2, 3 e 4 (ignore a primeira): 00 -1 2 -9
00 2 -3 2
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e Anule as entradas abaixo do —1, subtraindo de I3 e de [, multiplos de I5. Fazendo
00 2 -2
0 0 0 -3 6
0 0 0 1 -2

ly < 144215 (I3 ja esta com entrada zerada abaixo do pivd) obtemos:

o p <+ 4.
o k< 3.
(c) Inicio do terceiro laco.

e Considere apenas as linhas 3 e 4 (ignore a primeira e a segunda): 00 0 -3 6
0 0

0 1 -2

e Identifique a coluna n3o nula mais 3 esquerda. 00 0 6
00 O 1 -2
e Troque linhas para obter ndo nulo (como o pivd ndo é nulo, ndo precisa fazer
nada).
e Anule as entradas abaixo do —3, subtraindo de [, um maultiplo de I5. Fazendo

ly < 1y + 1/3l5 obtemos: 00 0 6
0 0 0 0 0
o p <3
o k<« 4.
(c) Fim do laco pois k£ > p. Fim da Parte |: matriz ja estd escalonada.

Inicio da Parte Il: Vamos fazer o escalonamento total da matriz.
(b) Inicio do primeiro laco. k < 3.

2 6 3 1 4
- . 1vA 0 0 _1 2 _2

e Divida /3 pelo seu —3 obtendo: 00 0 -2
00 0 0 O

e Anule as entradas acima do , subtraindo de [y, [, multiplos de I3. Faca ly < [, —I3
2 6 3 0 6

e [y + |y — 2l obtendo: 8 8 _(1) _;
0 0 0 0
(b) Inicio do segundo laco. k < 2.
2 6 30 6
e Divida [, pelo seu —1 obtendo: 8 8 (1) :;
00 00 O
e Anule as entradas acima do , subtraindo de [; miultiplos de I,. Faca [y < [; — 3l

26 00 12
00 [1] 0 -2
00 01 —2
00 00 0

obtendo:
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(b) Inicio do terceiro laco. k < 1.

1] 300 6

N __ |l 0010 -2

e Divida [; pelo seu20btendo. 000 1 -9
0000 O

e Anule as entradas acima do 1. N&o tem nada a fazer (nenhuma linha esta acima
da primeira).
(b) Fim do laco pois k = 1. Fim da Parte Il: a matriz esta totalmente escalonada.

Observacdo 2.12 (Software Algébrico) Resolvemos este exemplo no Maxima en-
trando com a matriz com o comando M: matrix([2,6,3,1,4], [2,6,3,-2,10],
[-4,-12,-7,0,-10],[6,18,11,0,14]) ; e calculando a forma escalonada com
echelon(M); Pode-se também escalonar manualmente utilizando o Maxima. Veja Apén-

ice[B.5 da p[244

2.5.2 Analise Pés-Escalonamento

Para analisar o sistema ap6s o escalonamento, introduzimos a seguinte notacdo para elementos

. 0 — zero; B — n3o-zero;
da matriz: . .
1 — um; * — qualquer namero.

Teorema 2.15 (existéncia e unicidade pela forma totalmente escalonada) Através
da forma totalmente escalonada da matriz aumentada de um sistema determinamos se
ele possui solucdo e, caso possua, se ela é iinica. Apds o descarte de linhas nulas, se estiver
na:

* K c-- Kk |%
e 1°forma: | - - - | - | - sistema sem soluc3o.

* Kk e k| K

0 0 01

[ 1 0 0] x|

01 --- 0]~ ] .
e ° forma: L .| . | — sistema com solucdo danica.

00 --- 1|x%

e 3° forma: nenhuma das anteriores — sistema com infinitas solucées.

Prova: 1°forma: A dltima linha do sistema corresponde a equacdo 0x1+0x5+- - -+0x,, = 1.
Como 0 = 1 njo sera verdade nunca, o conjunto-solucio é vazio.

ry = %
. Ty = % .
2° forma: O sistema correspondente é _ .. O conjunto-solugdo & {(x, *,...,*)}.
T, = *
3° forma: Sera provado no Teorema da pf4g n

Exemplo 2.24 Determine se o sistema é sem solucdo, com solucdo inica ou com infinitas
solucbes:

1000| 7 1 0/0 1200 0]=1
010 0|—4 0 1]0 00100/ 3
@loo010/ 3| ®looir]” @loooo 1| 2]
000 1|13 0 00 00000 0
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1 =3 0 510 1 0 0f-=2 10 0 -2
@]lo o012/0f|; (¢|0 1 0] 0] (f){012 0}.
0 00 0|1 0 0 1] 11
Solucdo: (a) solucdo unica; (b) sem solugdo; (c) infinitas solucées; (d) sem solucdo; (e)
solucdo dnica; (f) infinitas solucdes; n

Corolario 2.16 (existéncia e unicidade pela forma escalonada) Através da forma es-
calonada da matriz aumentada de um sistema determinamos se o sistema possui solucdo e,
caso possua, se ela é dnica. Apds o descarte de linhas nulas, se estiver na:

N ™
e 1°forma: | - - -~ | | - sistema sem solucio.

* K, o Kk |*

00 --- 0|m

B ox - x| %

0O m --- % |% ) .
e 2° forma: L | . | —sistema com solucdo anica.

00 - m|x

e 3° forma: nenhuma das anteriores — sistema com infinitas solucées.

Prova: 1° forma: A altima linha do sistema corresponde a equacdo 0z +0xo + - - -+ 0x,, =
0=k #0. Como 0 # 0 ndo sera verdade nunca, o conjunto-solucdo é vazio.

2° forma: Fazendo a segunda parte do escalonamento obtemos uma matriz como na
segunda forma do Teorema da pJ45] Segue o resultado.

3° forma: Sera provado no Teorema da pf4g n

Exemplo 2.25 Determine se o sistema é sem solucdo, com solucdo tnica ou com infinitas
solucées:

13 2 0 6133 0 -3 0 -1 6
()| 01072 9 1|, (|0 o0 vr| 9]|;
0 00 3|0 0 00 01311
[ 2 2 -8 12| 0 2 2 -8 12|0
0 & 11 1] 1 0 -3 11 1|1
2 |- 2
(10 010g3) 20 07 @0 o0 -2 2|0
00 0 77| -3 0O 0 0 010
Solucdo: (a) com infinitas solucdes; (b) sem solucao; (c) com solucdo Gnica pois todos os
nameros 2, €3, log(3), 77 sdo ndo-nulos; (d) com infinitas solucdes. [ ]

Concluimos que nao precisamos fazer a forma totalmente escalonada para determinar se
um sistema possui solucdo e se ela é Gnica: para isto basta a forma escalonada. Mas,
para calcular a solucdo, recomendamos fortemente que se escalone totalmente a matriz
ao invés de se fazer a substituicdo para trds na matriz escalonada. A pratica mostra que
se reduzem erros numéricos desta forma.

Portanto, use a forma escalonada somente para decidir se o sistema possui solucdo: nio
use-o para calcula-la.
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Em resumo, o conjunto-solucdo de um sistema linear de equacdes tem sempre:
e ou uma unica solucio;

e ou nenhuma solucio;

e ou infinitas solucdes.

Exemplo 2.26 (sistemas n&o lineares) Num sistema ndo-linear com 2 equacbes — que
correspondem a duas curvas no plano (ao invés de 2 retas) — podemos ter, além das op¢es
acima, um namero finito de solucdes maior que um.

2
(a) O sistema { Y

) B 4 Possui duas solucbes: (2,4) e (—2,4).

(b) O sistema representado na Figura possui 5 solucées.

1 >

Figura 2.8: Sistema N&o-linear

2.5.3 Sistemas com Infinitas Solucoes

Definicdo 2.17 (variavel dependente e independente (ou livre)) Considere a matriz
aumentada, totalmente escalonada, de um sistema linear. A cada coluna, exceto a dltima,
da matriz corresponde uma variavel do sistema linear. Chamamos de variavel dependente
aquela associada a coluna com pivé. Chamamos de varidvel independente ou variavel
livre' aquelas que ndo sdo dependentes.

Observacdo 2.13 E utilizado como sinénimo de variavel dependente o termo variavel
lider pois estdo associadas a pivés (lideres).

Dentro da prova do proximo Teorema apresentamos o algoritmo de solucdo de um sistema
linear. Sugerimos a leitura do Exemplo da p/49] antes (e depois também!) de se dedicar
ao entendimento do préximo teorema.

10 namero de variaveis livres (e de variaveis dependentes) é uma propriedade do sistema de equacdes; a
lista das variaveis livres dependente de como foi escalonada a matriz ampliada. N3do vamos provar este fato.



48 CAPITULO 2. SISTEMA LINEAR

Teorema 2.18 (Algoritmo para determinar conjunto-solucdo) O conjunto-solucdo S
(quando n&o-vazio) de um sistema linear é sempre a translacdo de um espaco gerado. Mais
precisamente, existe ¢ € N e vo € R™ e um conjunto LI de vetores do R": {vy,...,v,} tais

que
S = {Vo+t1V1+“'+thq, \'Z} ER”7 t; ER},

ou, em termos de espaco gerado,

S:V0+<V1,...,Vq>.

Prova: Escalone totalmente a matriz aumentada do sistema.
Se a solucdo for Gnica tome ¢ = 0 e vq a solucdo unica.

Se tiver infinitas soluces tome ¢ igual ao namero de variaveis livres e siga o seguinte
algoritmo:

Algoritmo de Solucdo de Sistemas com Infinitas Solugdes:

(a) Ap6s o escalonamento total do sistema, atribua a cada variavel livre, um parame-
tro, denotado por ¢y, s, ..., 1, que pode assumir qualquer valor.

(b) Considere o sistema nas variaveis dependentes obtido apds eliminar linhas nu-
las e passe os pardmetros para o lado direito do sistema. Este serd da forma

1 0 -+ 0%
01 --- 0%
L _ , onde cada x é da forma x 4 t; x +- - - 4 t,x (constante mais
0 0 --- 1]%
combinacdo linear dos pardmetros t1,...,t,). Assim o sistema possui solugdo Gnica
em funcdo dos parametros ¢y, 1o, ..., 1,.

(c) Cada entrada do vetor solucdo x é igual a um dos parametros, caso seja variavel
livre, ou igual a constante mais combinacdo linear dos pardmetros ti,...,¢,, caso
seja variavel dependente. Logo x = vy + t1vy + - - + t,v, para v; € R".

Deixamos para o leitor provar que os vetores obtidos na parametrizacdo sdo Lls pois a

matriz esta na forma totalmente escalonada e o pivd € o Gnico elemento ndo nulo da coluna.
|

bservacdo 2.14 Resolver um sistema linear pelo método de eliminacdo de Gauss sig\
nifica obter esta parametrizacdo do conjunto-solucdo S de forma explicita: determinar
quantos pardmetros q S0 necessarios e quais sdo os vetores Vo, Vi, Va, ..., V.

Podemos classificar geometricamente S de acordo com o valor de q: ponto (¢ = 0
pardmetros), reta (q = 1 pardmetro), plano (q = 2 pardmetros), etc.

Alguns livros chamam o niimero de variaveis livres, que é igual ao nimero de para-
etros, de grau de liberdade ou grau de indeterminacdo do sistema linear.
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@)servagéo 2.15 Apés o escalonamento total de um sistema obtemos uma matriz com
n+1 colunas (correspondendo ao total de n varidveis) e p linhas ndo-nulas, correspondendo
ao namero de piv6s ou de equacBes efetivas (as equacdes 0 = 0 ndo sdo efetivas, pois
podem ser eliminadas sem modificar o conjunto-solucdo) ou varidveis dependentes apés o
escalonamento.
Em resumo temos que:
n = n° total de varidveis,
p = n° de equacdes efetivas = n° de linhas ndo-nulas = n° de pivés = n° de variaveis
dependentes,

— p = q = n° de variaveis livres ou independentes = n° de parametros. J

Exemplo 2.27 Determine o conjunto solucdo do sistema:

1 -3 05 0 4
0 0120 O
0 000 1]-2

Solucdo: Como as colunas com pivé sdo 1, 3,5, sdo 3 varidveis dependentes: 11, x5, r5. Sdo
2 varigveis livres: x5 e xy. Introduzindo pardmetros r e s (mais conveniente que t, e ty) e
atribuindo-os as variaveis livres obtemos que r5 =1 € x4 = s.

1z, = 44 3r —5s
O sistema pode ser reescrito como: lxs = —2s
]_I5 = —2
1 0 0[{443r—>5s
Agora este é um sistema em 3 variaveis: x1, x3 exs daforma: | 0 1 0 —2s
0 0 1 —2

Sabemos resolver esse sistema, que esta no 1° caso do Teorema da pl45 Ele possui
solucdo unica:
(1, 23,25) = (44 3r — bs, —2s, —2). Como x5 =1 e x4 = s, obtemos que
(1, 9, T3, T4, x5) = (44 3r —5s, r, —2s, s, —2) ou ainda:

{(4,0,0,0,—2) +7(3,1,0,0,0) + s(—5,0,—-2,1,0) | r, s € R}.
Na linguagem de espaco gerado, o conjunto-solucio é o plano

(4,0,0,0,—2) + ((3,1,0,0,0), (—5,0, —2,1,0)). .

Neste exemplo o sistema possui um total de 5 variaveis e, por possuir 3 equaces relacio-
nando-as, ficou com somente 5 — 3 = 2 variaveis livres para assumir qualquer valor. A essas
duas variaveis (xo e x4) foram atribuidos os dois pardmetros r, s e, utilizando as 3 equagdes
remanescentes do sistema foram obtidas solucdes em funcdo destes pardmetros.

bservacdo 2.16 Para o mesmo nimero total de varidveis, quanto maior o namero @
linhas ndo-nulas (equacSes efetivas) no sistema escalonado menor o nimero de varidveis
livres.
Zerar uma linha reduz o nimero efetivo de equacbes do sistema. Isto significa que a
equacdo era combinacdo linear das outras, sendo, portanto, redundante para a resolucio
\s/Qsistema. J

6bservag§o 2.17 (Software Algébrico) Resolvemos o exemplo anterior no Maxima
\.com linsolve ([x-3*y+b*w=4, z+2%w=0, a=-2], [x,y,z,w,al); )
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Exemplo 2.28 Resolva o sistema:

0120001 0
00010O03] 4
000O0T1O0O0-1
000O0O0T1 3| 2

Solucdo: Como as colunas com pivé sdo 2,4, 5,6, sdo 4 varidveis dependentes: x5, 14, Ts5, T¢.
S&o 3 variaveis livres: xy,x3,x7. Introduzindo pardmetros r, s,t (mais conveniente que ty,ts
e t3) e atribuindo-os as variaveis livres obtemos que x1 = r, x3 = s, x7 = t. Das equacSes
obtemos que xo = —2x3+x7 = —2s+t, x4 =4—3x; =4—-3t, x5 = -1, 16 =2 —3w7; =
2 — 3t. Portanto (x1, 9, x3, 24, T5,x6,27) = (1, =25 +1t, s, 4—3t, =1, 2 —3t, t), ou
ainda, o conjunto-solucdo é

{(0,0,0,4,—1,2,0) +(1,0,0,0,0,0,0) + s(0,—2,1,0,0,0,0) + £(0,1,0, —3,0, -3, 1)},
comr,s,t € R. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucio é

(0,0,0,4,—1,2,0) + {(1,0,0,0,0,0,0), (0, ~2,1,0,0,0,0), (0,1,0, 3,0, —3,1)) . g

Exemplo 2.29 Considere o sistema

01 3 0|7
000 1] 4

(a) Determine o conjunto solucdo; (b) Determine solucBes particulares.
Solugdo: (a) Como as colunas com pivé sdo 2,4, sdo 2 variaveis dependentes: x9,x4. S0
2 variaveis livres: x1,x3.

Introduzindo pardmetros r, s e atribuindo-os as variaveis livres obtemos que v1 = r €
x3 = s. Das equacbes obtemos que 9 = —7 — 3x3 = —7 — 3s e x4 = 4. Portanto
(x1,x9,x3,24) = (r, =7 — 3s, s, 4), ou ainda, o conjunto-solucdo é {(0,—7,0,4) +
r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucdo
é o plano (0,—7,0,4) + ((1,0,0,0), (0, =3, 1,0)).

(b) Obtemos solucdes particulares fazendo variar os pardmetros r,s. Por exemplo, to-
mando r = 0 e s = 0, obtemos a solucdo (0,—7,0,4) 4+ 0(1,0,0,0) + 0(0,-3,1,0) =
(0,—7,0,4). Obtemos outra solucdo tomandor =3 e s = —2: (0,—7,0,4) + 3(1,0,0,0) —
2(0,-3,1,0) = (3,—1,—2,4). Podemos obter infinitas solucdées pois para cada escolha de
valores para os pardmetros r e s, uma nova solucdo é gerada. [ ]

Exemplo 2.30 Considere os planos TI; = {(1,—2,1) + s(1,1,1) +¢t(—1,1,0)| s,t € R} e

I, ={(3,2,1) +s(2,1,1) + £(1,1,2)| s,t € R}. Determine I1; N II,.

Solucdo: Queremos saber se existem s,t,u,v € R (note que trocamos os pardmetros do

segundo plano) tais que (1,—2,1)+s(1,1,1)+¢(—1,1,0) = (3,2, 1) +u(2,1,1)+v(1, 1,2),

ou seja, s(1,1,1) +t(—1,1,0) + u(—2,—-1,—1) + v(—1,—1,-2) = (2,4,0), ou seja,
Precisamos resolver o sistema (3 equa¢des, 4 variaveis):

1 -1 —2 —1 ‘; 9

1 1 -1 -1 — |4

1 0 -1 -2 v 0
v
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1 -1 -2 —-112
Assim precisamos escalonar a matriz | 1 1 —1 —1|4 |. Escalonando totalmente
1 0 -1 =210

1 0 —4 —6
(verifique!) obtemos | 0 0 4 |. Assim tomando v como pardmetro livre, ob-
0 1 —2 —6

6,4 —v,2v — 6,v). Em termos de pontos do plano, como
t(—1,1,0), a intersecdo é a reta

temos que (s,t,u,v) =
I = (1,2, 1) + s(1, 1
{(1,-2,1) + (4v — )(1, 1)+ (4 —v)(—1,1,0)] v € R}. Outra possibilidade é utilizar a
equacdo de T, = (3,2,1) +u(2,1,1) + v(1,1,2) e dar como solucdo

{(3,2,1) + (2v — )(2, 1,1)+ v(l, 1,2)| v € R}. Pode-se verificar que nos dois casos chega-
mos na mesma resposta: {(—9,—4,—5) +v(5,3,4)| v € R}. |

Exemplo 2.31 Sejall; = (—1,0,—2,1)+((1,3,4,1),(2,—1,2,1)). Determine a intersecdo
de I1;, com

(a) Iy = <(27 L, 1a2)>

(b) T3 = (1,0,2,1) + ((—1,—1,—1,—1),(0,3,1,1), (—1,0, 1, 2))

rT—=2y+w=0 .
2 —y+z24+w=0 (s €0

0
1
0
’U
+

(c) Tl o conjunto dos pontos (z,y, z,w) € R* tais que

conjunto-solucdo deste sistema).

Solucdo: Parametrizando, 11; = (—1,0,—-2,1) + s(1,3,4,1) + t(2,—1,2,1) com s,t € R.
(a) Como 11y = u(2,1,1,2) (note que usamos pardmetro u, distinto de s,t!), queremos

saber se existem s,t,u € R tais que (—1,0,—2,1)+s(1,3,4,1)+¢(2,—1,2,1) = u(2,1,1,2).

Precisamos (faca as contas!) resolver o sistema (4 equacdes, 3 variaveis)

1 2 -2 1
3 -1 =1 ||| _| 0
42 -1 — | 2
11 —2 | LY —1

Escalonando (verifique!) vamos concluir que o sistema ndo possui solucdo. Concluimos
que a intersecdo é vazia: I1; N1l = (.

(b) Como Il = (1,0,2,1)+u(—1,—1,—1,—-1)4+v(0,3,1,1)+x(—1,0,1,2) (novamente
utilizamos pardmetros distintos dos utilizados na parametrizacdo de 11, ), precisamos resolver
(verifique!) o sistema (4 equacBes, 5 variaveis)

1 21 0 1 i 2

3 211 -3 0 lo

4 21 -1 -1 v 4

1 11 -1 -2 v 0
X

Resolvendo (utilizamos 1insolve no Maxima) obtemos que conjunto solucdo é uma reta.
Parametrizando a reta pork € R, s =2 —4k,t =11k —2,u=4—19k,v =4 — 14k, z = k.

Substituindo na parametrizacdo de 11, (poderiamos substituir também na de 113 e obte-
riamos o mesmo resultado — verifique!) obtemos que a intersecdo é
(—=1,0,—2, 1)+ (2—4k)(1,3,4, 1)+ (11k—2)(2, —1,2,1) = (=3, 8, 2, 1)+k(18, —23, 6, 7)
para k € R. Assim I, N1l3 = (=3, 8, 2, 1)+ ((18, =23, 6, 7)).

(c) Comox=—1+s+2t,y=3s—t, z2=—-2+4s+2t, w=1+s+t, e (verifique!)
O=z—2y+w=—4s+5te0=2x—y+z+w = —3+4s+ 8, devemos resolver o sistema

—4s+5t =0 . B 3 ]
{ S As+8E—0 Resolvendo obtemos a solucdo sy = = © ty = I Assim a
intersecdo de I1; com I, é o ponto (x,y, z,w) € R* com x = —1 + so + 2tg, y = 359 — to,

z=—244sq+ 2ty, w =14 sg + 1p. [ |
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Exemplo 2.32 SejaY o conjunto dos pontos (x,y, z,w, k) € R® tais que { 1;__12 iIZ i ?
. . — k= .
e Z o conjunto dos pontos (z,y, z,w, k) € R® tais que { 7”;4_ L 8 . Determine Y N Z.
Solucao: Pontos na intersecdo vdo satisfazer os dois sistemas simultaneamente. Assim
r—w+k=2
. r—y+z=1 o~ 4
temos que resolver o sistema w0 Escalonando obtemos que a solucdo é a
z+z=0
reta (x,y, z,w, k) = (2,-1,—-2,0,0) + ¢(0,0,0,1,1) parat € R.
Logo Y NZ = (2,—1,-2,0,0) + ((0,0,0,1, 1)). n

Exemplo 2.33 Determine se é ponto, reta ou plano o conjunto solucdo de cada um dos
sistemas abaixo, dados por sua matriz aumentada ja escalonada:

123 44| 2 132 —-1| 2 8?5’_311(2)
(3)| 0012 1/-1 (B)f007 01| (| 5 5
00012 1 000 5|9

00 0 2| 0
Solucido: (a) 5 variaveis e 3 equacBes: é um plano (5—3 = 2). (b) 4 varidveis e 3 equacdes:
é uma reta (4 — 3 =1). (c) 4 varidveis e 4 equacdes: é um ponto (4 —4 =0). n

Exemplo 2.34 Determine um sistema linear cujo conjunto solucdo seja igual:
(a) ao plano (1,0,2,1) + ((2,—1,2,1),(1,3,4,1)).
(b) ao plano que passa por (1,—1,0,2), (2,0,1,0) e (2,1,2,3).
(c) a reta que passa por (1,2,1,2,2) e (2,1,3,4,—1).
Solucdo: (a) Temos que (z,y,z,w) = (1,0,2,1) + s(2,—1,2,1) + ¢(1,3,4,1). Assim
x=142s+t ey = —s+ 3t. Resolvendo (para s,t) obtemos que 7s = —y + 3z — 3 e
Tt=2y+x—1. Comoz=2+2s+4t ew =1+ s+ t, substituindo s,t como funcdo de
2=2+4+2(—y+32x—-3)/7T+42y+2x—1)/7
w=1+(—y+3z—-3+2y+x—1)/7
(b) O plano é (porque?) (1,—1,0,2) + ((1,1,1,-2),(1,2,2,1)). Logo (z,y,z,w) =
(1,-1,0,2)+s(1,1,1,=2)+¢(1,2,2,1). Assimx =1+s+t ey = —1+s+2t. Resolvendo
(para s,t) obtemos que (com Maxima: linsolve ([x=1+s+t, y=-1+s+2xt],[s,t]);)s=
—y+2x—3t=y—x+2. Comoz=s+2t ew =2—2s+t, substituindo s,t como funcdo
z=—-y+2x—-3+2y—x+2)
w=2-2(-y+2x—-3)+y—x+2
1,2,2) + ((1,—1,2,2,—3)).
2) +t(1,-1,2,2,-3). Assimzxz =1+1t. Logot =z — 1.
y=2-—1(z—-1)

x,y obtemos o sistema {

de x,y obtemos o sistema

(c) A reta é (porque?) (

1,2,
Logo (x,y,z,w, k) = (1,2,1, 2,

L . : z=14+2(x—-1)
Substituindo nas outras equacées vamos obter o sistema w=242z—1) |
k=2-3(x—1)

2.6 Produto Matriz-Vetor

Podemos ver uma matriz como um conjunto de vetores dispostos em colunas ou linhas.
Assim, dado A € M,,xn, pensando em colunas, A é composto de n vetores-coluna, cada
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vetor v; € R™:

T T
A= vy - v,
\J \J
Pensando em linhas, A é composto de m vetores-linha, cada vetor u; € R™:
— u; —
A= :
+—u, —

Esta visdo de matrizes € muito importante, entre outras razdes, pois as operacdes de soma
e produto de matrizes, incluindo o produto matriz-vetor, sdo mais faceis (e naturais) de serem
definidas utilizando este ponto de vista. Vamos utilizar bastante no livro este ponto de vista.
Ela é generalizada pela visdo de matriz em blocos apresentada na Secdo da p[117]

T T
Definicao 2.19 (produto matriz-vetor) Seja A = | vy -+ v, | € Myxn € X =
4 L
I
%) .
€ R™. Definimos Ax € R™, o produto da matriz A pelo vetor x, por
L,

n
Ax = E T;iV;.
i=1

Portanto o produto matriz-vetor é a combinacao linear das colunas da matriz com coefi-
cientes dados pelas entradas do vetor.

aix Q2 - Qip
. .. Q21 QAg2 - dgp .
Mais explicitamente, se A = _ _ _ _ , entdo
Am1 Am2 - Amn
a11 a12 Q1n
n
a21 22 Q2n,
AX:E TV = T _ +19 _ +--tx,
i=1 : :
am1 Am?2 Amn
—— ——
Vi Vo Vn
Assim
aipr |1 +| G2 |To 0 A | Qi | Ty
Qo1 | X1 + | G |Zo -+ 4| G2y | Ty

Ax

Am1 | T1 + Qma | Ty - + Qmn | Tn
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Isto pode ser representado pelo esquema:

t ] [. 1
Ax = | vy -+ Vv, : = - = Z V.
! \ Tn : j=1

Lema 2.20 (linearidade do produto matriz-vetor) Dados uma matriz A, vetoresu, v €
R™ e escalar k, A(u+ kv) = Au+ kAv.

Prova: Basta escrever as entradas dos vetores u, v e aplicar a definicio do produto matriz-
vetor (combinac3o linear das colunas). Deixamos detalhes para o leitor. |

Vamos recordar o produto escalar entre dois vetores. Retomaremos este assunto mais

adiante no texto (veja Definicdo [5.1] da p[137).

Definicdao 2.21 (produto escalar ou interno) Dados u = (uq,...,u,), v = (v1,...,0,)
vetores do R™ denotamos o produto escalar (ou interno) entre eles por u - v, definido por

n
u-v = E UZ'UZ'E]R.
i=1

Se u-v =0 dizemos que u e v sio perpendiculares (ou ortogonais) entre si.

Exemplo 2.35 Sejamu = (1,-2,-3,4,5),v = (—1,2,-1,3,0) € R®. Entdo

+—u; —
Lema 2.22 (interpretacdo do produto matriz-vetor) Seja A = : €
—u, =
Mxn € x € R™. Entdo
up - X
Ax =
u,, X

Portanto cada entrada do produto matriz-vetor é o produto escalar entre cada linha da
matriz e X.

Prova: Basta explicitar em termos de coeficientes (a;;) da matriz e do vetor w = (w;). Ver
Exemplo [4.4 da p[03] Deixamos detalhes para o leitor. ]

Isto pode ser representado pelo esquema:

— u — ”]\ u; - X bl
Ax = : X | = = : = : = b.
—u, — \  — u,, - X b
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2.7 Sistemas Homogéneos, Solucao Geral e Particular

Definicdo 2.23 (Sistema homogéneo) é um sistema cujo lado direito é todo igual a zero:

a1ry  tapry - tapr, = 0
a1T1  +agrs -+ tapr, = 0
am1%1 +ameT2 0 FappZn, = 0
Definicdo 2.24 (solucdo trivial) O vetor nulo (0,0,...,0) é sempre solucdo do sistema

homogéneo. Esta solucdo é chamada solucao trivial.

Num sistema homogéneo o lado direito de zeros é preservado por operacdes elementares:

* -+ %10 * -+ %10

* -+ %10 *x -+ %10

Por isso a forma escalonada de um sistema homogéneo n3o possui linha da forma
[ 0 -~ 0 ‘ [ | } Isto implica que um sistema homogéneo sempre possui solucdo. Mais
ainda, num sistema homogéneo com n variaveis, o namero de pivds p (equacdes efetivas)
apds o escalonamento determina se a solucdo é dnica:

(a) p=n = solucdo dGnica (apenas a trivial);

(b) p<n = infinitas solugdes, (n — p) variaveis livres.

Definicao 2.25 (solucdo geral e particular) Considere o sistema Ax = b.

Chamamos de solucdo geral seu conjunto-solucédo S.

Chamamos de solucdo particular um elemento vy € S qualquer.

Chamamos de solucao do sistema homogéneo associado o conjunto-solucdo do sis-
tema Ax = 0.

Definicdo 2.26 (nacleo ou kernel) Dada uma matriz A chamamos de nicleo (ou ker-
nel) de A, denotado por Nuc(A) (ou ker(A)), o conjunto-solucdo do sistema Ax = 0.

Exemplo 2.36 Vamos ver a relacdo entre solucées de um sistema ndo-homogéneo e do
sistema homogéneo associado. Considere o sistema ndo-homogéneo:

013 0|7
0001 4

Este sistema foi resolvido no Exemplo da pl50 e o conjunto-solucio é
{(0,—-7,0,4) + r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0) | ,s € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o
conjunto-solucdo é o plano

(0,—7,0,4) 4+ ((1,0,0,0),(0,—3,1,0)) .
Considere o sistema homogéneo associado:
01 3 010
000 10"
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Resolvendo-o de forma analoga, obtemos o conjunto-solucdo
{r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucdo é
o plano

((1,0,0,0), (0,—3,1,0)).

Note que o conjunto-solucio do sistema ndo-homogéneo e do homogéneo associado dife-
rem somente pelo vetor (0, —7,0,4), que é uma solucgo particular (dentre as infinitas solucées)
do sistema ndo-homogéneo.

Teorema 2.27 (solucio geral de sistema) Seja S # () o conjunto-solucdo (solucdo ge-
ral) do sistema ndo-homogéneo Ax = b. Se vy € S é solugdo particular qualquer, entdo
S = vy + Nuc(A).

Prova: Seja V' = Nuc(A) o conjunto-solu¢do do sistema homogéneo associado Ax = 0.
Queremos provar que S = v+ V. Para isto basta provar que vo+V C Seque S C vog+ V.

Vamos provar que vo+V C S. Dado v € V qualquer, queremos provar que vo +v € S,
ou seja, que A(vo+v) = b. De fato, pelo Lema [2.20da p54| (linearidade do produto matriz
vetor) A(vo+v) = Avg+ Av=b+0=h.

Vamos provar que S C wog+ V. Dado w € S qualquer, queremos provar que w € vo+ V.
Novamente pelo Lema da pf54 A(w — vo) = Aw — Avy = b — b = 0. Concluimos que
W — vy €V eportantow € v+ V. [

A solucdo geral (se ndo-vazia) do sistema Ax = b é da forma vy +Nuc(A), soma de uma
solucdo particular com uma solucdo do sistema homogéneo associado Ax = 0.
Assim sdo equivalentes:

(a) o sistema possui solucdo anica (igual a vo);

(b) o sistema homogéneo associado possui solugio Gnica (a trivial);

(c) Nuc(A) = 0.

2.8 Interpretacao de Sistemas em R"

Para interpretar precisamos da definicio de hiperplano, que generaliza retas no R? e planos
3
no R”.

Definicdo 2.28 (hiperplano) Um hiperplano em R" é a translacdo de um espaco gerado
de dimensdo n — 1.

Exemplo 2.37 S3o hiperplanos:
(a) Uma reta em R? (translacdo de um espaco gerado de dimensdo 2 —1 =1);
(b) Um plano em R? (translacio de um espaco gerado de dimensdo 3 — 1 = 2);
(c) Em R* a translacdo de um espaco gerado de dimensdo 4 — 1 = 3 é um hiperplano.

Lema 2.29 (geometria da equacdo do hiperplano) Dado u # 0, o conjunto-solucdo
H da equacdou-x=b € R é um hiperplano.

Mais precisamente, se V' é o conjunto dos vetores perpendiculares a u, entdo existe vo € H
tal que H = vo + V.
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Prova: Como 0 # u = (ay,...,a,) € R", um dos a; # 0. Logo é solucdo particular da
equacdo vg = (x1,...,T,) com x; = % e x; = 0 para j # k. Considere V' o conjunto-
solucdo do sistema homogéneo associado u-y = 0. Note que V' & o conjunto dos vetores
perpendiculares’] a u. Como este é um sistema escalonado com 1 equacdo nzo-nula e n
variaveis, sdo ¢ = n — 1 variaveis livres. Pelo Teorema da p[48| V' & gerado por g =n—1
vetores Lls, ou seja, tem dimensdo n — 1. Pelo Teorema da ppp6] H = vo+V, a

translacdo de um espaco gerado de dimensdo n — 1. |

Exemplo 2.38 Mostre que {(z,y, z,w,u) € R?| x — 2y + 3z + w — u = 4} é um hiperplano.
Solucado: Podemos escrever que x = 2y—3z—w—+u+4. Introduzindo quatro pardmetrost, =
Y, ta = z, t3 = w ety = u, obtemos que x = 2t; — 3ty —t3+ty+4. Portanto (x,y,z, w,u) =
(4,0,0,0,0) +1(2,1,0,0,0) +t2(—3,0,1,0,0) + £5(—1,0,0,1,0) + £4(1,0,0,0, 1). Trata-se
da translacdo de um espaco gerado de dimensdo 4 em R®, isto é, um hiperplano em R®>. m

Vamos relacionar a operacdo de produto matriz-vetor com sistemas lineares. Considere o
sistema

an x + aip T2 -+ ay, T, = b
ay T + axp Ty - + ay T, = b
Am1 T1 + Qu2 T2 - + Gmpn Tp = bm
a1; Q2 - a4y
T by "
S . . . 21 G22 -+ A2
Definimos x = S|, b= : e a matriz A = _ _ _ _ . Sabemos
:’C7L bTYL
Am1 Am2 - Qmp

da Definicdo da p/53| do produto matriz-vetor que podemos escrever este sistema como
Ax = b.

As duas interpretacdes do produto matriz-vetor (combinac&o linear de colunas e produto
escalar com linhas) implicardo em duas interpretacdes para o conjunto-solucdo do sistema
linear (intersecdo de hiperplanos e b € espaco gerado pelas colunas):

(a) (produto escalar com linhas = intersecdo de hiperplanos)

—u —
Se A = : (cada linha é um vetor), pelo Lema [2.22| da p{54| o sistema
~—u, —
u-x = b
U -xXx = b
Ax = b pode ser rescrito como: _ .. Cada equacdo u; - x = b;
u, X = b,

(supondo u; # 0) representa um hiperplano H; (translagdo de um espago gerado de
dimensdo n— 1 em R™). O conjunto-solu¢do S do sistema linear é igual a intersecdo de
m

todos estes hiperplanos: S = ﬂ H;, Esta interpretacdo é geométrica. Fizemos isto
j=1

em R? e R? na Secdo2.3]da p[31} Em RR? intersegdo de retas (hiperplanos em R?); em

R? intersecdo de planos (hiperplanos em R3).

'Na linguagem da Segéoda p ‘ V= (u)J‘ (complemento ortogonal do espaco gerado por u).
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A intuicdo geométrica garante que, de forma geral, tanto a intersecdo de duas retas
no plano quanto a intersecdo de trés planos em R3 & um (nico ponto. Mas como
visualizar que, de forma geral, a intersecdo de 4 hiperplanos em R* & um @nico ponto?
Para entender sistemas com muitas equacdes devemos nos libertar desta interpretacdo
geométrica, que n3o pode ser experimentada em dimensdo maior que 3, em favor da
préxima interpretacdo.

(b) (combinacdo linear das colunas = b € espaco gerado pelas colunas)

T T
Se A= |vy -+ v, | (cada coluna & um vetor), pela Definicdo [2.19| da pJ53| o
l l

sistema Ax = b pode ser rescrito como: Ax =b = > z;v;.

O sistema tera solucdo se o vetor b for combinacio linear dos vetores coluna da matriz,
isto &, se b = > Tz;v, para alguns z; € R, ou seja, se b € (vy,...,v,). Pode
existir mais de uma combinacdo linear, isto &, o sistema pode ter mais de uma soluc3o.
Por outro lado, se b & (vy,...,v,), entdo o sistema ndo possuird solucdo. Esta

interpretacdo é algébrica. E a interpretacdo mais importante no curso de Algebra
Linear.

Podemos resumir da seguinte forma:

Sistema b=> xjv;loube (vi,...,v,)7? N H; # 07
(interpretacdo algébrica) (interpretacdo geomeétrica)
sem solucdo nio no
com solucdo dnica sim (nica) sim (1 ponto)
com infinitas solu¢des sim (infinitas) sim (infinidade de pontos)

2.9 Exercicios de Sistemas Lineares

2.9.1 Exercicios de Fixacao

Fix 2.1: Sem fazer contasE] determine se os sistemas abaixo possuem uma (nica, nenhuma
ou infinitas solucdes.

r+y = 1 r+y = 1 r+y = 1
(a){2x+2y = 2 (b){Z:E—?)y = 2 () 242y = 3

Fix 2.2: Considere as seguintes operacées em um sistema linear de quatro equacdes:

(a) trocar duas equacdes;  (b) descartar uma equacéo;

(c) substituir a terceira equaco pela soma da primeira com a segunda;

(d) substituir a quarta equacdo pela sua soma com um mdltiplo da segunda;

(e) multiplicar uma equacgdo por —1;  (f) multiplicar uma equag&o por 0.

As operacdes nunca alteram e as operacdes podem al-
terar o conjunto-solucdo do sistema.
r—2y =
dr+y = 1
altera se acrescentarmos a equacdo 2x + 3y =

Fix 2.3: O conjunto-solugdo do sistema { (ndo resolva o sistema!) ndo se

Versio 10.0ut.2012 09h
2Por “sem fazer contas’, queremos dizer, neste e em outros exercicios, “sem fazer quaisquer contas que
ndo possam ser feitas mentalmente com facilidade”
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Fix 2.4: Complete as lacunas com: (nenhuma; trés; uma dnica; infinitas). Seja ABC' um tridngulo
equilatero. O sistema formado:

(a) pelas trés retas que contém os lados de ABC' possui solugdo(es);
(b) por duas destas retas possui solucdo(Bes);
(c) por uma destas retas possui solucdo(Bes).

Fix 2.5: Considere o paralelogramo ABC'D (n3o-degenerado: todos os pontos sdo distintos
entre si) com lados paralelos AB e C'D. Definimos quatro retas r, s,¢,u de modo que: r
passa por A e B, s passa por B e C, t passa por A e C, u passa por A e D. Determine a
solucdo de cada um dos sistemas abaixo, onde representamos cada equacdo pela reta que ela
determina:

s u " '
@{; CRES ©] s @94t
t U
Fix 2.6:Um dado comum é um cubo cujas 6 faces apresentam os nameros de 1 até 6,
distribuidos de forma que faces opostas somam sempre 7 (o 1 é oposto ao 6; o 2 oposto ao
5 e 0 3 oposto ao 4). Vamos representar por “face 1" a equacdo do plano que contém a face
com o namero 1, por “face 2" a equacdo do plano que contém a face com o nimero 2, etc.
Determine o nimero de solucdes de cada um dos sistemas abaixo:

face? face3 facel face3 facel
(a) { face6 ; (b) { faced ; (c) face3 ; (d) faceb (e) face3 :
face5 face6 face6

Fix 2.7:Sem fazer contas, determine, se possivel, a condicio em £ para que os sistemas
abaixo ndo possuam soluco:

—r+y = 3 —r4y =
(a){Qx—Zy = &' (b){ 2r+y =
Fix 2.8: Determine se é verdadeiro ou falso. Um sistema:
tém infinitas solucdes se durante o escalonamento uma linha ficar zerada;

) homogéneo sempre possui solucgo;
) ndo-homogéneo ndo pode possuir infinitas solucdes;

me W

com 5 equacdes e 3 variaveis é sempre sem solucio;

com 3 equacdes e 5 variaveis possui infinitas solucdes;

homogéneo com 3 equacdes e 5 variaveis possui infinitas solucdes;
) homogéneo com 5 equacdes e 9 variaveis possui pelo menos 4 variaveis livres;
) homogéneo com 9 equacdes e 9 variaveis possui sempre solucdo dnica.

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(e
(h

Fix 2.9:Sem fazer contas, discuta a existéncia e a unicidade de soluco dos sistemas abaixo.
No caso de infinitas solucdes, determine ainda o nimero de variaveis livres.

1 4 6|2 1 4 6|2
0 2 512 0 2 5|2 01 02
@ o0 3)1] ®) 1o o 3]1 | (C)[0012}
0 0 00 0 0 0]1
Fix 2.10:Suponha que Bvy = b.
(a) x = vo+w é solucdo do sistema Bx = b se, e somentese w € ({0}, Nuc(B), Im(B));
(b) se Nuc(B) é uma reta, entdo vy (serd, nao sera) solucdo tnica do sistema Bx = b.
Fix 2.11: Em R5:
(a) o conjunto-solu¢do de um sistema linear pode ser visto como a (unio;
interseg:a"o) de (retas; planos; hiperplanos);

(b) uma reta é um subespaco de dimensdo __;
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(c) um plano é um subespaco de dimensdo __;
(d) um hiperplano é um subespaco de dimensdo __.

Fix 2.12: Considere o sistema:

—u; — ’]\ T T 1
Ax = : X|=|vy -+ v, : =b.
—u, — ) \J \J Tn

Defina H; = {x € R"| u; - x = b;}. O sistema Ax = b possui solu¢do:

(a) se, e somente se, ﬂ H; _(=,#)0; (b)se, esomentese,b__(e,¢) (vi,...,Vy);

j=1

Fix 2.13:Seja S # ) a solucdo geral de um sistema ndo-homogéneo com V' o conjunto-
solucdo do sistema homogéneo associado. Escolha uma opcdo. E sempre verdade que:
(A) S=vog+VcomvyeV; (B)S=vo+V comvyeS,
(O)V=vg+Scomvoes, (D)V=vy+ScomvyeV,;

2.9.2 Problemas

Prob 2.1: Para cada um dos sistemas abaixo interprete cada equacdo como uma reta em R?,
faca o grafico e determine geometricamente o nimero de solucdes:

r+y = 3 d3r—y = 6
(a){az—y = 1" (b){—6$+2y = 6

Prob 2.2:Suponha que um sistema de trés variaveis é composto de trés equacdes. Em
R? cada equacdo representa um plano. Qual a posicdo relativa destes trés plano quando o
sistema:
(a) ndo possui solugdo? (b) possui exatamente uma solucdo? (c) possui infinitas solucdes?
Prob 2.3: Para cada um dos itens abaixo, d& um exemplo de um sistema com as caracteristicas
pedidas ou explique por que tal exemplo ndo pode existir:

(a) (n° equagdes) = (n° variaveis), infinitas solugdes;

(b) (n° equacdes) < (n° variaveis), solu¢do dnica;

(c) (n° equagBes) < (n° variaveis), nenhuma solucdo;

(d) (n° equacdes) > (n° variaveis), infinitas solucdes;
Prob 2.4: Determine a forma totalmente escalonada das matrizes abaixo:

o

—~TTN N

1 2 3 4 1 3 5 7
@) |45 6 7|; b) |35 7 9
6 7 8 9 5 7 9 1
Prob 2_.50: RTsolva2 c%daoum dos sistemas abaixo:
@00 o010 (b)lgé 3(1)8}
00 001
1001 o 1 6|0
(c)]0 1 0| 3 (d)
00 1 9 —6 8 —410
- 0 0 00
; 2 g _; 13 0 1 2 1 1 6
(e) 4 19 _7 0l —10 : f)|] 0 -2 —4 -2 —4|-18
0 1 2 2 3 13
6 18 11 0| 14
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Prob 2.6: Os sistemas abaixo sdo equivalentes (o segundo estd totalmente escalonado):

-2 1 2 41 0|0 10 -2 =24 00
1 0 -2 =24 0(0|~ |01 =2 =7 0]0
1 -1 0 =17 3]0 00 0 010

Parametrize os conjuntos-solucdo de ambos. Determine trés solucdes distintas para o primeiro
sistema.

Prob 2.7: Resolva os sistemas lineares abaixo, parametrizando o conjunto soluco:

@ oot wl
—Arf2y—dz = =2 20 +y—32z = —3
_ . ) 20 +8y+22=3 _

Prob 2.8: Determine os valores de m para que o sistema L+ m?y+mz = 6 possua:

(a) uma dnica variavel livre; (b) duas variaveis livres.

Prob 2.9: Determine todos os valores possiveis para a, b, ¢,d € R tais que o sistema
rT+2y+32 = a
by+6z = b possua: (a) nenhuma soluc3o; (b) infinitas solucdes.
cz = d
Prob 2.10: Considere os subconjuntos V, W, Y, Z C R5:
V =(1,2,3,4,5)+ ((1,0,1,0,1), (0,1,1,0,0), (0,0,0,1,1)),
W ={((1,0,0,0,0), (0,0,0,0,1)),

5. r—z=1
Z os pontos (z,y, z,w, k) € R talsque{y—l—w—i—k:O e

5. - r+w=1 .
Y os pontos (z,y, z,w, k) € R tais que { o rtytwtke—1 Determine:

@QVvnWw, (b)VnZzZ ()YnZ

(d) um sistema linear cujo conjunto-solugdo é igual a V.
Prob 2.11: Considere a parabola y(z) = az? + bz + ¢ que passa por (1,2), (2,4) e (3,38).
Determine a, b, c € R.

1 0 -1 2
Prob 2.12:Calcule | =2 1 3 —1 | (produto matriz-vetor) de duas formas:
0 4 -3 1

(a) como CL das colunas da matriz (usando como coeficientes as entradas do vetor);
(b) como produtos escalares das linhas da matriz pelo vetor.
1 45
Prob 2.13:Seja A= | 2 5 7 |. Note que a terceira coluna é a soma das duas primeiras.
3 6 9
Sem escalonar, determine um vetor x tal que Ax = 0.

2.9.3 Extras

Ext 2.1: A equacdo geral do circulo em R? com centro em (A, B) e raio r & dada por
(x — A2+ (y — B)? =r2

(a) determine a, b, c em funcdo de A, B, r para que a equac¢do do circulo seja escrita como
?+ar+y? +by+c=0;

LVersio 10.0ut.2012 09h
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(b) Dados trés pontos (z1,y1), (2, y2), (3, y3) por onde passa o circulo, escreva o sistema
que determina a, b, c.

(c) Determine a equacdo do circulo que passa em (—4,5),(—2,7) e (4, —3).
Ext 2.2: Seja y = Byt + 323 + Box? + Bix + Sy um polindmio que passa por 5 pontos
dados: (ay,b1), (ag,bs), (as,bs), (a4,bs), € (as,bs). Escreva a matriz ampliada (conhecida
como matriz de Vandermonde) do sistema que determina as 5 variaveis (34, 3, B2, 51, Bo. Note
que os pares (a;, b;) sdo dados, e serdo coeficientes da matriz ampliada.

Ext 2.3: Determine:

(a) parametrizacdo e equacgdes cartesianas para a reta r C R® que passa por (1, 1,0, 0,0, 0)
e (2,0,0,0,0,2).
y—a+c=1
r+y+c=0"
(c) intersecdo de r (item (a)) com os pontos (z,y, z,a, b, ¢) € RS tais que { r+y+c=0.
d) intersecdo de r (item (a)) com os pontos (z, v, z,a,b,c) € R taisque { 2 +y+2=2 .

Y

b) intersecdo de 7 (item (a)) com os pontos (z, v, 2z, a, b, ¢) € RO tais que
(

Ext 2.4:Para cada um dos sistemas abaixo interprete cada equacdo como uma reta em R?,
faca o grafico e determine geometricamente o nimero de solucdes:

Y —3y = —1 20+2y = 6
@ “6zroy = 3 (b) r—y = 1;
r+3y = 6

Ext 2.5: Para cada um dos itens abaixo, d& um exemplo de um sistema com as caracteristicas
pedidas ou explique por que tal exemplo ndo pode existir:
(a) (n° equagdes) = (n° variaveis), solucdo Gnica;
) (n° equacdes) = (n° variaveis), nenhuma soluc3o;
) (n° equagBes) < (n° variaveis), infinitas solucBes;
) (n® equagdes) > (n° variaveis), solucdo anica;
) (n° equacdes) > (n° variaveis), nenhuma soluc¢do;

Nt e N

(b
(c
(d
(e

Ext 2.6: Determine condicBes nos pardmetros (0, 3) para que o sistema associado possua
uma (nica solucdo, infinitas solucdes ou nenhuma solucio:

r+oy+z = 1
(a){giigy B g; (b) § 20 —-0y+3z = I ;
y = —r+3y = -2
r4+2y+ (0+1)z = 2 roytz = —1
(c) g+ &z = 641 ; (d) vry—s = L
v+ (1—6)r = 0 Jr—y+z = —1
r+y+ -1z = 9§
11 32 rT+y—z = 2
e 1 2 4|3 |; (f) y+5z = 5.
1 3 6|8 r+2y+doz = 7
Ext 2.7: Determine os valores de a tais que o sistema linear abaixo tenha solucio.
rT—y = a
rT+y+z = a;
2+ 2z = a
Ext 2.8:(a) Qual a condicdo em by, by e bs para que o sistema abaixo possua solu¢do?
2 =5 8|bh
2 1 0|b

1 —4 6]bs
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(b) Sem refazer todas as contas, diga se o sistema possui solugdo com o lado direito
(3, 5, —1).

r+3y = 1
Ext 2.9: Considere o sistema 2r+y = —3 . No ensino fundamental um método
20 +2y = 0

de resolucdo de sistema é resolver uma equacdo para uma variavel e substituir a expresso
nas outras equacdes. Isto é repetido até ficarmos com somente uma variavel. Com isso,
determinamos uma variavel e, substituindo nas outras equacdes, determinamos as outras. Este
método, além de mais longo que a eliminacdo de Gauss em termos de operacdes necessarias
induz, frequentemente, ao erro.

(a) Resolva a primeira equagdo para x e substitua a expressdo na segunda equacdo. De-
termine y;

(b) Novamente resolva a primeira equacdo para x, mas desta vez substitua a expressdo
na terceira equacdo. Determine este y;

(c) Qual é a solu¢do correta para o sistema?

2.9.4 Desafios

Des 2.1:Seja A uma matriz que sera escalonada. Determine para cada uma das trés ope-
racBes elementares uma matriz P tal que PA seja a matriz resultante apés a aplicacdo da
operacdo elementar;

Dica: Aplique operacdo elementar na matriz identidade.

Des 2.2: Prove que as operacBes elementares (de escalonamento de uma matriz) sdo rever-
siveis, isto é, mostre que se a matriz A é equivalente a B, entdo a matriz B é equivalente a
matriz A.

Des 2.3: Um sistema linear com n equacdes e n variaveis tem a propriedade que os coeficien-
tes, quando lidos linha por linha, da esquerda para direita, forma uma progressdo geométrica.
Prove que o sistema n3o tem solucdo Gnica. Determine sua solucdo.

Des 2.4:Interprete o algoritmo de eliminacdo de Gauss-Jordan da matriz A da seguinte
forma: Dada uma matriz A existem matrizes P que permuta linhas, L triangular inferior e
U triangular superior tais que PA = LU. Esta decomposicdo da matriz A é conhecida como
decomposicio LU.
Des 2.5: Considere um sistema de n equacdes em n varidveis. Prove a alternativa de
Fredholm:

(a) ou o sistema possui solucdo Gnica para todo lado direito;

(b) ou o sistema homogéneo associado tem solucdo n&o-trivial.
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Capitulo 3

Espaco Vetorial

Neste capitulo comeca a parte mais abstrata (para muitos alunos, a parte mais dificil) do
curso de Algebra Linear com a definicdo de espacos e subespacos vetoriais. O principal
exemplo é o R" e retas e planos passando pela origem, mas também sdo exemplos conjuntos
de polindmios e funcdes. Revisitamos os conceitos apresentados no Capitulo 1 para espacos
vetoriais quaisquer: vetor e operacdes; combinacdo linear, espaco gerado, LI/LD. Conceitos
novos apresentados sdo: base e dimensdo de espaco vetorial, nicleo e imagem de matriz.

3.1 Espaco e Subespaco Vetorial

Definicdo 3.1 (Um Espaco vetorial) consiste de:
e um conjunto ndo-vazio V, cujos elementos sdo chamados de vetores;

e um conjunto numérico K = R (ou C ou Q ou outros, mas nesse livro serd sempre R),
cujos elementos sdo chamados de escalares;

e uma soma vetorial: operacdo que associa a cada dois vetores u,v € V um vetor
ut+tvelvV;

e uma multiplicacdo por escalar (produto escalar-vetor): operacdo que associa a
cada vetoru € V e escalar k € K um vetor ku e V.

As operacBes satisfazem os axiomas (detalhados na sequéncia) da soma vetorial; da multi-
plicacdo por escalar (produto escalar-vetor); e distributivos.
Denotamos por (V,+,-) o espaco vetorial sobre K.

Versdo 05.outubro.2012 03h
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Axioma 3.2 (axiomas da soma vetorial)

e comutativa: u+ v = Vv + u para todou,v € V;
e associativa: (u+v)+w =u+ (v+w) para todou,v,w € V;
e clemento neutro da soma: Existe 0 € V tal que u+ 0 = u para todou € V;

e inverso aditivo: Dadou € V, existe w € V tal que u+w = 0. Denotamos w, o
inverso aditivo de u, por —u.

Observacio 3.1 (unicidade do elemento neutro e do inverso aditivo) Segue dos
axiomas acima a unicidade do elemento neutro. Suponha que existam 0 e 0 elementos
neutros da soma. Como u+ 0 = u (porque?), tomando u = 0, obtemos que 0 + 0 = 0.
Por outro ladou+ 0 = u (porque?). Tomando u = 0, obtemos que 0 + 0=0. Como a
soma é comutativa, 0 +0 =0 =0+ 0 = 0. Concluimos que 0 = 0.

Convidamos o leitor a provar a unicidade do inverso aditivo. Comece supondo que w e w
jo inversos aditivos de u.

Axioma 3.3 (axiomas da multiplicacdo por escalar (produto escalar-vetor))
Dados vetor u € V' e escalares o, 3:

o (aB)u=a(Bu);

e elemento neutro do produto: 1u = u.

Axioma 3.4 (axiomas distributivos) Dados vetores u,v € V e escalares o, f3:
e c(u+v)=au+av;

e (a+ f)u=au+ fu.

Exemplo 3.1 O espaco vetorial mais importante é o R™ munido das operacées definidas no
Capitulo 1. Num certo sentido (ver Lema dap , todo espaco vetorial (de dimens3o
finita) sobre R (escalares) é equivalente ao R".

Exemplo 3.2 Outro exemplo é o C", o conjunto das n-uplas de nimeros complexos com

operac8es definidas da forma natural. Veja Observacdo[7.3 da pl198,

Exemplo 3.3 Verifique que V' = {a} (conjunto unitario) com operacdes tendo como resul-
tado sempre a é um espaco vetorial.

Solugcdo: Dadosu,v eV, u=v=aeu+v=aeku=a para todo escalar k. Note que
o elemento neutro da soma e o inverso aditivo serd a. Verifique as propriedades! Note que
este espaco é equivalente a W = {0} com0+0=0ek-0=0. [ ]

Exemplo 3.4 Considere V = {(z,y) € R?; 2*>+y* < 1} (o interior de um circulo de raio 1
com centro na origem). Considere emV as operacdes do R?. Verifique se V é espaco vetorial
com estas operacées.

Soluc3o: Existe elemento neutro da soma, o vetor (0,0) € V, existe inverso aditivo (dado
ueV,—ueV) Noentanto, u = (0,1) € V mas 2u = (0,2) € V. Outro problema é que
v=(1,0) eV masu+v = (1,1) €V (verifique!). Assim V ndo é espaco vetorial. n
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Exemplo 3.5 Verifique que o conjunto das matrizes M, sobre os nimeros reais (Defi-
nicdo da p[30) munido da operacdo de soma de matrizes e multiplicagdo de escalar por
matriz (Definicdo da p[d) é um espaco vetorial. Quem é o elemento neutro da soma?
Quem é o inverso aditivo?

Solucdo: A comutatividade e associatividade da soma de matrizes é decorrente da comutati-
vidade e associatividade da soma de nameros reais. O elemento neutro é a matriz com todas
entradas iguais a zero, a inversa aditiva de A = (a;j) é a matriz —A = (—a;;). |

Observacdo 3.2 Identificamos (veja p|31)) o espaco vetorial R™ com M, pois as ope-
racées sdo idénticas. De fato varios livros representam vetores do R™ por uma matriz com
uma coluna.

Definicdao 3.5 (subespaco vetorial) Seja (V,+,-) um espaco vetorial sobre K. Considere
W C V. Dizemos que W é subespaco vetorial de V se (W, +,-) um espaco vetorial sobre
K. Note que as operacdes em W sdo herdadas das operacées em V.

Exemplo 3.6 Todo espaco vetorial V' possui pelo menos dois subespacos vetoriais:
(a) V; (b) {0} (dito subespaco trivial).

Lema 3.6 (caracterizacdo de subespaco) W C V é subespaco vetorial se:
e 0 W,
e W é fechado para a soma vetorial, isto ¢, se dadosu,ve W, u+veW, e

e W é fechado para a multiplicacdo por escalar, isto é, se dados u € W,k € R,
kaeW.

Prova: Deixamos para o leitor. [

Para se entender um conceito é importante, além dos exemplos, ver contra-exemplos. Assim
estude nos exemplos abaixo, porque um conjunto no é subespaco vetorial.

Exemplo 3.7 (retas e planos) Determine condicdes para que:

(a) uma reta seja um subespaco vetorial de R?.

(b) um plano seja um subespaco vetorial de R3.
Solucao: Sio subespacos vetoriais: retas e planos passando pela origem. N&o s3o subespacos
vetoriais: retas e planos que ndo passam pela origem. Note que o vetor 0 vai pertencer somente
com esta condicdo. Verifique que caso passem pela origem serdo fechados pela soma vetorial
e multiplicacdo por escalar. Faca uns desenhos. |

Exemplo 3.8 Verifique se os conjuntos abaixo sdo subespacos do espaco vetorial R?:

(a) A={veR?}v=EK1,2), k€ R},

(b) B = uma reta que ndo passa por (0,0).

(c) C = a unido do eixo x com o eixo y (de forma geral, duas retas ndo coincidentes que
passam pela origem).

(d) D = ao primeiro e quarto quadrantes do R?.

(e) A pardbola E = {(z,2%) z € R}
Solucdo: (a) A é subespaco vetorial. De fato:
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e 0c A (tomek =0).

e Dados vi,vy € A, existem ki, ko € R com v; = k;(1,2). Logo vi + vy = (k1 +
ks)(1,2) € A

e Dadom € R, mvy = mky(1,2) € A.

(b) B néo é subespaco pois 0 ¢ B.

(c) C' ndo é subespaco pois embora 0 € C' e seja fechado para multiplicacdo por escalar
(porque?), (1,0),(0,1) € C mas (1,0) + (0,1) & C (ndo é fechado para soma de vetores).

(d) D néo é subespaco pois embora 0 € D e seja fechado para multiplicacdo por escalar
(porque?), (2,1),(—1,-2) € D, (2,1) + (—1,—-2) = (1,—1) ¢ D (porque?).

(e) E ndo é subespaco pois embora 0 € E dado (1,1),(2,4) € E, (1,1) 4+ (2,4) =
(3,5) & E (ndo é fechado para soma). n

Exemplo 3.9 Verifique se os conjuntos abaixo sdo subespacos do espaco vetorial R3:
(a) A={(x,y,0), z,y € R}. (b) B={(x,y,1), z,y € R}.
Solucdo: (a) A é subespaco vetorial. De fato:

e (0,0,0) € A (tomex=y=0).

i Se.jam (xlay170>7 (.Tg,yz,()) € A Entdo ($1791a0>+($273/2;0> = (x1+x27 y1+y27 O) €
A.

e Sejam (z,y,0) € A e« € R. Entdo a(z,y,0) = (az, ay, 0) € A.

(b) B ndo é subespaco vetorial. Note que B é a translagdo do item (a) pelo vetor (0,0, 1).
De fato:

e (0,0,0) ¢ B.

o Sejam (z1,y1,1), (¥2,y2,1) € B. Entdo (z1,y1,1)+ (22,92, 1) = (x1+22, y1+y2, 2) &
B.

e Sejam (x,y,1) € B e a € R. Entdo a(x,y,1) = (ax, ay, a) € B, sea # 1. -

Exemplo 3.10 Verifique se os conjuntos abaixo sdo subespacos do espaco vetorial R*:
(a) A= {(2a—30b, 0, a, b—a), a,b € R}. (b) B = (u,v,w), comu,v,w € R
Solucdo: (a) A é subespaco vetorial (um plano passando pela origem). De fato:

e 0c A (tomea=0b=0).

e Dados Vi, Vo € A, Vi = (2@1 — 3[)1,0,@1,[)1 — (11), Vo = (2@2 — 3b2,0,a2,62 — az).
Logo vi+vy = (2(a; +ag) — 3(b1 + b2),0, a1 + az, as + by — (a1 + az)). Assim definida
a = a; + ay e b= by + by verifica-se que vi + vy € A.

e Dado ﬂ eR, 5V1 = (25@1 - 361)1, O, Bal, ﬁbl - ﬁal). Definindo a = 5&1 eb= Bbl
verifica-se que v| € A.

(b) B é subespaco vetorial. Deixamos para o leitor verificar. Reveja a Definicio da
p{14 (espaco gerado). N
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Exemplo 3.11 Considere o espaco vetorial V e u,w € V. Verifique se é subespaco vetorial
de V:

(a) A={veV|v=oau acR} (b)) B={veV|v=au+w, acR}
Solucdo: (a) A é subespaco vetorial (é uma reta paralela a v passando pela origem). De
fato:

e 0c A (tomea=0).
e Dados vi,vy € A, vi = aju, vy = asu. Logo vi + vs = (a1 + ap)u € A.
e Dado 5 € ]R, ﬁVl = (50&1)111 c A.

(b) 0 € B se, e somente se, existe oy € R tal que apu + w = 0, ou seja, w = —apu,
ou seja se w é miltiplo de u. Neste caso cu+w = au — apu = (o — ap)u. Assim todos
os vetores sdo miiltiplos de u e A = B é um subespaco vetorial. Caso contrario (se w ndo é

miltiplo de u), como 0 ¢ B, B ndo é subespaco vetorial. |
T T
Exemplo 3.12 (espaco vetorial e matrizes) Considere a matriz A = | vi -+ v,
1 1

Determine se é subespaco vetorial:

(a) V = {x e R"| Ax =0} C R", o conjunto-solucdo do sistema linear homogéneo
Ax = 0;

(b)) W = {x € R"| Ax =b} C R", com b # 0, o conjunto-solucdo do sistema linear
ndo-homogéneo Ax = b;

(c) Z ={y e R"|y = Ax; x € R"} C R™.
Solucdo: (a) V' é subespaco vetorial do R™. De fato é claro que 0 € V pois é 0 é solucdo
do sistema homogéneo. Além disso, pela linearidade do produto matriz-vetor (Lema da
pl54), se u e v sdo solucBes de um sistema homogéneo, entio u + v e ku também sdo para
todo k € R. V sera definido (veja Definicdo[3.7) como niicleo da matriz A.

(b) W n&o é subespaco vetorial pois é claro que 0 ¢ W (porque?)

n
(c) Pelas interpretacées do produto matriz-vetor (veja pagina|53), y = Ax = szvl
i=1

n
Logo Z = {Z x;v;| z; € R}, que é igual ao espaco gerado pelas colunas da matriz, isto
i=1
é Z = (Vi,Va,...,V,). Logo Z é subespaco vetorial. Z sera definido (veja Definicdo [3.7)
como imagem da matriz A. [ ]

Estes exemplos apresentam dois subespacos associados a uma matriz que sdo muito
importantes para a teoria:

Definicdo 3.7 (nicleo e imagem de matriz) Dada uma matriz A, chamamos de niicleo
da matriz A, denotado por Nuc(A), o subespaco-solucdo do sistema homogéneo Ax = 0 e
de imagem da matriz, denotado por Im(A), o subespaco vetorial gerado pelas colunas da
matriz A.

E)bserva(;ﬁo 3.3 Veja na Observacdo[4.9 da pl[102 como calcular o nicleo e imagem de}

uma matriz.
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6bservag§o 3.4 (ndcleo e imagem e sistemas lineares) O sistema Ax = b tem so-
lucdo se, e somente se, b € Im(A) (veja pl58 b € espaco gerado pelas colunas). Pelo
Teorema da p[56, caso um sistema possua solucdo ela é dnica se, e somente se,

\Nue(A) = {0}.

Como se comportam subespacos vetoriais com relacdo as operacdes de unido e intersecdo
de conjuntos?

Exemplo 3.13 Considere H e K dois planos em R? passando pela origem com H # K.
Determine se sdo subespacos vetoriais de R3:

(a) HN K. (b) HUK.
Solucdo: (a) A intersecdo é pois sera uma reta passando pela origem.

(b) N&o sera pois embora O pertenca a unido, a soma de vetores ndo-nulos, um de cada
plano, ndo pertencerd a nenhum dos dois. |

Exemplo 3.14 (intersecdo de subespacos vetoriais é subespaco) Considere H e K

subespacos vetoriais de V. Determine se H N K é subespaco vetorial de V.

Solucdo: A intersecdo sera subespaco pois 0 pertence aos dois, e portanto a intersecdo. Além

disso dadouw,v € HN K, u+ v € H (pois H é subespaco) e € K (pois K é subespaco).

Logou+v € HNK. De forma aniloga a interseco é fechada para multiplicacdo por escalar.
|

Definicao 3.8 (soma de subespacos) Definimos a soma de subespacos vetoriais H
e K por
H+K={h+k|he HkeK}.

Exemplo 3.15 (soma de subespacos é subespaco) Dados H e K subespacos vetoriais
de V', mostre que H + K é subespaco vetorial.

Solucdo: Tomandoh =k =0, h+k=0c€ H+ K. Seu,ve H+ K,u=h; +kj e
v=hy+kycomh, € Hek; € K comi=1,2. Assimu+ v = (h; + hy) + (k; + k»).
Comoh; +hy € H ek; +ky € K, a soma pertence a H+ K. De forma analoga prova-se
que é fechado para multiplicacdo por escalar. [ ]

Exemplo 3.16 Considere os vetores ndo-nulos u e v.em R3 ndo-colineares, um plano 11
passando pela origem que ndo contém estes vetores e um vetor ndo-nulo w € I1. Determine
(geometricamente) a soma de:

(a) (w) +(v); (b)(0) +(w), (c){w)+1II; (d)(w)+IL (e)(u)+(u)
Solucdo: (a) (u,v). (b) (u,w), que é diferente de TI. (c) R?® pois u ¢ II. (d) 11 pois
w e Il (e) (u). u

3.2 Combinacao Linear e Espaco Gerado
Recomendamos que o leitor reveja os conceitos de combinaco linear (Definicdo da p[13)

e espaco gerado (Defini¢ao da p[14) ambas do Capitulo 1 no contexto do espago vetorial
R™. Reveja os exemplos. As mesmas definicdes valem para qualquer espaco vetorial.
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Exemplo 3.17 Determine se (2,1,7) é combinagdo linear de (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,7).

Solucdo: Temos que verificar se existem «, (3,7 € R tais que «(1,2,3) + £(4,5,6) +
(7,8, 7) = ((a + 48+ T7y), 2a + 58 + 8y), Ba+ 68+ 7y)) = (2,1,7).
la +48 +7v = 2
Precisamos resolver o sistema: { 2o +55 +8y = 1.
3a 468 +T7y =T
1 4 72 1 4 7| 2 1 0 0]—-5.5
Escalonando| 2 5 8|1 |[~| 0 =3 —6|-3 |~| 0 1 O 8
3 6 7|7 0 0 -2 7 0 0 1|-35
Como o sistema possui solucdo (poderiam ser infinitas solucbes, mas é dnica), obtemos
que é combinacdo linear e que o« = —5.5, 5 = 8,7 = —3.5. |

O exemplo anterior mostra a conexdo entre combinacdes lineares e sistemas. Para saber se
um vetor é combinac3o linear de outros vetores (ou n&o) precisamos resolver um sistema
linear.

Lema 3.9 (conjunto gerado é subespaco) H = (vy,Vs,...,V,) é um subespaco veto-

rial.
P P

Prova: Dadosu,ve H, u= g UV, W = E w;v;. Entdo tomando u; = 0 concluimos

=1 i=1
p

que 0 € H. Asomau+w = Z(uz + w;)v; € H. Finalmente, dado a € R, au =

=1
p

Z(aui)vi € H. u
i=1

Exemplo 3.18 Mostre que: ((1,1,0),(0,1,0)) # R?.

Solucao: Observe que (0,0, 1) ndo pertence ao espaco gerado pois deveriamos ter (0,0, 1) =
a(1,1,0) + 6(0,1,0) que gera um sistema impossivel (1 = 0/). n

Exemplo 3.19 Considere V o plano 3x — 2y +2z=0e W o planoxz — 3y — 2z = 0 em R3.
Determine o conjunto gerador de V N'W.

Solucao: Como os vetores (x,y, z) pertencem a intersecdo devem satisfazer as duas equa-
3r —2y+2=0 -

T3y —2:—0 Obtemos (z,y,z) =t(—1,—1,1). Logo
VW =((-1,-1,1)). u

cBes. Basta resolver o sistema {

3.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Recomendamos que o leitor estude o Lema da p[15| que caracteriza quando um vetor é
redundante numa lista de vetores e a definicdo de vetores Lls e LDs (Definicdo [1.15 da p[16]),
ambas do Capitulo 1 no contexto do espaco vetorial R™. Reveja os exemplos. As mesmas
definicdes valem para qualquer espaco vetorial.

Apresentamos convencdes (pouco interessantes) sobre o conjunto vazio.

Convencdo 3.10 (conjunto vazio) Convencionamos que:

(a) (D) = {0}, isto é, o espaco gerado por um conjunto vazio de vetores é o subespaco
trivial {0}.

(b) O conjunto vazio é LI.
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@)servagéo 3.5 (Matrizes e Vetores Lls) Considere os vetores vi,va,..., Vv, em

R™. Pela Definicdo da pl1g eles serdo Linearmente Independentes (LIs) se, e
n
somente se, Zmivi = 0 implicar que x = (x1,...,2,) = 0. Assim definindo
i=1
T T
A= |vy -+ v, |, serdo Lls se, e somente se, o conjunto solucdo do sistema ho-
! \ _
mogéneo Ax = 0 for trivial, isto é, igual a {0}. Portanto para verificar se vetores em R™
\s@ Lls devemos resolver um sistema linear. J

Exemplo 3.20 Determine se sdo Lls ou LDs:
(a) (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,7).  (b) (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,9).
Solucdo: (a) Temos que verificar se existem «, 3,7 € R ndo-nulos tais que «(1,2,3) +
B8(4,5,6) +~v(7,8,7) = ((a + 48+ 7v), 2a+ 55 + 8y), (3a + 68 + 7)) = (0,0,0).
la 448 +7v = 0

Existe solucdo ndo-trivial para o sistema: ¢ 2a +58 +8y = 0 7
3a 468 +7y = 0
1 4 710 1 4 710
Escalonando parcialmente, | 2 5 8|0 | ~ | 0 =3 —610
3 6 710 0 0 —210

Concluimos que o sistema possui somente solucdo trivial. Portanto sdo Lls.
(b) Temos que verificar se existem «, 3,y € R ndo-nulos tais que «(1,2,3) + 3(4,5,6) +
Y(7,8,9) = ((a + 48+ 77), (2a + 58 + 87), (3a + 65 + 97)) = (0,0,0).

la +48 +7v = 0
Precisamos resolver o sistema: { 2o +55 +8y = 0 .
3a 468 +9y = 0
1 4 710 1 4 710
Escalonando, | 2 5 8|0 | ~ | 0 =3 —6]0
36 90 0O 0 0]0
Concluimos que o sistema possui infinitas solucées. Portanto existe solucdo no-trivial do
sistema e portanto sdo LDs. [

bservacdo 3.6 Para determinar se é LI ou LD basta escalonar matriz com vetores em

cada coluna (veja os dois exemplos anteriores novamente). N3o precisa ser forma total-
mente escalonada. Isto segue do Corolario da pl46, pois precisamos saber somente se
o sistema homogéneo possui solucdo tnica ou infinitas solucées, ndo precisamos calcular
a solucio.

Surpreendentemente (ver Lema da p[75), também podemos determinar se é LI ou LD
escalonando matriz com vetores em cada linha, que de forma geral é um método mais
eficiente pois o ndmero de linhas (vetores neste caso) sera menor que o nimero de colunas

dimens3o do espaco ambiente).

3.4 Base e Dimensao

Considere os vetores do R? e; = (1,0) e e; = (0,1). Dado v = (v, v9) € R? qualquer, a
anica forma de escrever v .como combinacdo linear de e; e ey é se v = (vy,v2) = a1(1,0) +
az(0,1) = (a1,as), ou seja, se a; = v; para i = 1,2. Concluimos que v se escreve como
combinacdo linear Ginica de e; e e;. Por contraste, dados w; = (1,1) e wy = (—1,—1) 0
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vetor v = (3, 3) pode ser escrito como (entre infinitas outras possibilidades): v = 3w; + 0wy,
v =0w; — 3wy, Vv =4w; + 1wy, v = 2w — 1wy, ..., etc. Isto motiva a definicdo abaixo.

Definicdo 3.11 (base) Um conjunto ordenado' S é base se todo vetor se expressa de
forma tinica como combinac3do linear dos elementos de S.

Exemplo 3.21 Determine se o conjunto ordenado:
(a) {(0,—1),(1,0),(0,1)} é base do R?;
(b) o ={(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} é base do R*;
(c) 5={(1,1,...,1), (0,1,...,1), ..., (0,...,0,1)} é base do R".
Soluc3o: (a) Ndo é base pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + (b+ A)(0,1) + X(0, —1)
para qualquer A € R. Ou seja, todo vetor do R? pode ser expresso porém de diversas formas
distintas. Por exemplo (3,2) = 3(1,0) + 2(0,1) + 0(0, —1) = 3(1,0) + 1(0,1) — 1(0, —1).
(b) Dado v = (v1, va,v3,v4) € R*, queremos escrever v = (vy,v9,v3,v4) = a1(1,1,1,1)+
as(0,1,1,1)+a3(0,0,1,1)4+a4(0,0,0, 1), combinagdo linear do conjunto ordenado «v. Vamos
obter o sistema:
ar =0
a1 + o = Vo
ay + az + ag = v3
ay +az+as+ag =1y

Este sistema é triangular superior e pode ser facilmente resolvido. Possui solucdo dnica:
a; = V1,09 = Uy — V1, a3 = V3 — Vg, ay = v4 — V3. Como a solucdo é tnica (sistema triangular
superior), . é base.

(c) Denotando 3 = {by,bsy,...,b,}, dado um vetor v.= (vy,...,v,) € R", v =

E a;b; = (a1, ag + e, a1 +as + ag, ...) se, e somente se,
a1 = U1 a1 = U1
a1 + Qg = Vg Qg = Vg — (1] = Vg — Uy
a1+ a9 + a3 = U3 043:113—(041+oz2):1)3—1)2
Como o sistema possui solucdo dnica (triangular superior), 3 é base. [ ]

Vamos generalizar os comentarios que fizemos antes da Definicdo 3.11] Uma nota-
¢do muito utilizada é definir os seguintes vetores de R™: e; = (1,0,0,...,0,0), e; =
(0,1,0,...,0,0),..., e, = (0,0,0,...,0,1). Dado um vetor v € R", v = (vy,...,v,) =

E ae; = (ag,as,...,0a,) se, e somente se, a; = v; para todo ¢ = 1,...,n. Conclui-
i=1

mos que todo vetor do R™ pode ser expresso como combinacdo linear Ginica dos vetores
e, e, ...,e,, formando uma base do R".

1Ao invés de conjunto ordenado, o termo mais correto seria uma n-upla de vetores ou uma lista. Num
conjunto n3o importa ordem nem termos repetidos; numa n-upla (ou lista) podemos ter termos repetidos e
a ordem importa. Assim, embora os conjuntos {(1,1),(1,1)} e {(1,1)} sejam idénticos, considerados como
conjuntos ordenados sio distintos pois um possui 1 elemento e outro 2 elementos. Além disso um é Ll o
outro & LD. Neste texto, e em muitos textos de algebra linear, quando se diz que um conjunto é base esta
subentendido que trata-se de um conjunto ordenado.
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Definicdo 3.12 (base candnica) O conjunto ordenado ¢ = {ey, es,...,e,} é chamado de
base canénica do R".

Na pratica, o Lema abaixo é utilizado para garantir que um conjunto ordenado & base.

Lema 3.13 (caracterizacdo de base) O conjunto ordenado 5 = {v1,va,...,Vv,} de ele-
mentos do espaco vetorial V' é base do subespaco vetorial H C'V se, e s6 se:
(a) B gera H, isto é H = (vy,Va,...,V,);
(b) G é Ll
Prova: Se: Seja [ base de H. Da definicdo de base, segue que [ gera H. Da unicidade
de representacdo de 0, segue que 3 é LI.
S6 se: Seja (5 LI e gerador de H. Todo vetor v € H pode ser escrito como CL dos vetores

n
de 5. Vamos mostrar que esta representacdo € Gnica. Suponha v = g ;v = g &
i=0 '

Ent3o, Z(O"' —&)v; =0. Como féLl, a;—& =0parai=0,...,n. Portanto o; = &;

parai=20,...,n e a representacdo de v é (nica. [ |

Observacdo 3.7 Pelo Lema para que um conjunto seja base ele deve ser:
(a) grande o suficiente para gerar todos os vetores;
(b) pequeno o suficiente para ser LI.

Exemplo 3.22 Verifique se é base do R?:
(a) {(1,0),(1,1),(0, )}, () {(1,0), (1, 1)}.
Soluc3o: (a) Gera o R? pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + 0(1,1) + b(0, 1), mas ndo
é base de R? pois ndo é conjunto LI: (1,1) = (1,0) + (0,1). Assim, por exemplo, (1,1) NAO
se expressa de forma dnica: (1,1) = 1(1,0) + ( 1)+ 1(0,1) = 0(1,0) + 1(1,1) 4+ 0(0, 1).
(b) Gera o R? pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + (b —a)(1,1). Sdo Lls (um nio é
maltiplo do outro). Logo é base do R |

Definicdo 3.14 (dimensdo) A dimensdo de um (sub)espaco vetorial é o ndmero de veto-
res em (qualquer) uma de suas bases, caso seja finito, ou é dito de dimenséo infinita.

Note que o mesmo (sub)espaco vetorial pode ser gerado por diversos conjuntos ordenados
de vetores. Para que esta definicdo faca sentido temos que provar que o nimero de vetores
serd sempre o mesmo independente da base. Remetemos o leitor para Secdo da p[83
para a demonstracdo deste importante (e classico) resultado.

Provamos no Corolario da plB5 que em um espaco de dimensdo n, dado f =
{v1,va,...,v,} (um conjunto ordenado de vetores com p elementos), se:

e p > n, entdo 5 ndo é LI (e ndo é base);
e p < n, entdo [ ndo é gerador (e ndo é base); e

e p=n, entdo [ é gerador se e s6 se é LI, se e s se é base.

Dado um espaco gerado por uma lista de vetores do R™ como extrair uma base? I

Como operacdes elementares ndo alteram o espaco gerado, isto pode ser feito escalonando
uma matriz que tem estes vetores como linhas.
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— u; —
Lema 3.15 (escalonamento e espaco gerado) Seja A = | - --- e B =
~—u, —
— Vv —
~~~~~~ matrizes equivalentes, isto é B é obtida através de operacbes elementares
— Vi —
aplicadas em A. Ent3o os espacos gerados (uj, s, ..., ) € (Vi,Va, ..., Vi) S3o iguais.

Além disso, se B estiver escalonada (ndo precisa ser totalmente escalonada) e apds descarte
das linhas nulas, entdo {vy,va,..., vy} é Ll

Prova: Basta verificar que cada uma das operacdes elementares preserva o espaco gerado:

(a) Trocar a ordem das linhas claramente nio altera;

(b) Multiplicar uma linha por um escalar ndo-nulo. Vamos provar quando o espaco é
gerado por um dGnico vetor. Suponha k # 0, vamos mostrar que (v) = (kv). De fato, seja
w = av € (v). Entdo w = a/k(kv) € (kv). Por outro lado, se w = bv € (kv). Entdo
w = bk(v) € (v).

(c) Substituir linha por sua soma com miltiplo de outra. Podemos verificar no caso de
espaco gerado por dois vetores: Vamos provar que (u,v) = (u+ av,v). Sejaw = cu+dv €
(u,v). Entdo w = c(u+av)+(d—ac)v € (u+ av,v). Poroutro lado se w = c(u+av)+dv,
entdo, w = cu+ (ac + d)v € (u+av,v).

(d) Descartar linhas sé de zeros preserva pois 0 é sempre um vetor LD.

Se a matriz B estiver escalonada, entdo qualquer combinacdo linear de {vq, v, ..., vy}
resultard num sistema tipo triangular inferior (similar a forma escalonada, que é tipo triangular
superior), cuja anica solugdo é a trivial. [ ]

Exemplo 3.23 Determine uma base para o espaco gerado por

W= ((1,2,1,-1), (2,1,0,2), (3,3,1,1), (4,5,2,0)).

1 21 -1
s e 210 2 12 1 -1
Solucdo: Seja A = 231 11 Escalonando obtemos B = 0 1 2/3 —4/3
4 5 2 0

(duas linhas foram descartados por conter somente zeros). Assim
W =((1,2,1,-1),(0,1,2/3,—4/3)). E claro que formam base pois a matriz esta escalonada.
n

Observacao 3.8 (Software Algébrico) Vamos calcular com o Maxima este exem-
plo. Entramos a matriz onde cada coluna é um vetor que gera W:
M: matrix( [1,2,1,-11, [2,1,0,2], [3,3,1,1]1, [4,5,2,01);. Calculamos o es-
aco gerado pelas colunas com o comando columnspace (M).

Exemplo 3.24 Um subespaco do R™ pode ser determinado por:

(a) espaco gerado, V = (vy,Va,...,V,), por exemplo, V = ((1,0,1), (1,2, 3)),

(b) equacdes cartesianas (conjunto-solucdo de sistema homogéneo), W = {w € R"| Aw = 0},
por exemplo, { r—y=0 R

y+z=

(c) parametrizacdo, por exemplo, Z = {(2s + 3t,s +t,s —t) € R¥| s,t € R}.

Expliqgue como converter entre estas trés formas de representar um subespaco vetorial do
R"™ e como determinar a intersecdo entre subespacos representados por estas formas.



76 CAPITULO 3. ESPACO VETORIAL

Solucdo: Reveja a Secdo da pl onde explicamos como converter entre equacdes carte-
sianas e parametrizacdo de retas e planos no R? e R3. Para realizar a conversdo:

— de (a) para (b): Veja Exemplo[2.34 da p[52

— de (b) para (a) ou (c): Resolva o sistema linear (Teorema da p[48).

— de (c) para (a): coloque pardmetros em evidéncia. No exemplo 7 = s(2,1,1) +
#(3,1,—1). Assim Z = ((2,1,1), (3,1, —1)).

— de (a) para (c): introduza um pardmetro para cada vetor do espaco gerado. No exemplo
V =5(1,0,1) +t(1,2,3) = (s + t,2t, s + 3t).

— (b) para (c) ou (c) para (b): passe por (a) e use itens anteriores.

Para determinar a intersecdo entre 2 subespacos descritos:

— ambos por parametrizacdo ou um por parametrizacdo e outro por equacées cartesianas:

Veja Exemplo da pl5]

— ambos por equacdes cartesianas: Veja Exemplo da p[52 |
Exemplo 3.25 (soma e intersecdo de subespaco gerado) Se W, = (v, vy,...,v,) e
Wy = (Wi, Wa, ..., W,,) explique como:

Calcular: (a) W1+ Wy, (b)) Wi NWs. Verificar se: (c) Wy, C Wy, (d) Wy = Wa.

Solugdo: (a) Junte as bases de Wy e Wy numa dnica matriz (cada linha um vetor) e escalone
(ndo precisa ser escalonamento total). O que resultar serd base de W1 + W,. (b) Determine
sistemas homogéneos cujo conjunto-solucdo sejam Wy e Ws. Junte as equacdes dos sistemas
num sistema ampliado e resolva-o. (c) Faca o mesmo que em (a) colocando nas primeiras
linhas da matriz os vetores geradores de W5 e depois de W;. Escalone. Se as linhas relativas
a W, todas zerarem concluimos que W, C W,. (d) Verifique que W, N Wy e Wy N W,
utilizando (c). n

3.5 Polinbmios e Funcées como Vetores

Espacos vetoriais de funcdes sdo utilizados (entre inimeras aplicagdes) para:
(a) aproximar uma funcdo utilizando polinémios;
(b) criar e analisar métodos numéricos que aproximam derivada ou integral;
(c) determinar solucdes de equacdes diferenciais.

3.5.1 Definicao e Exemplos

Definicdo 3.16 (espaco vetorial de polinémios de grau maximo n) Seja
P, = {ao+ax+---+a,a™; a; € R} o conjunto dos polinémios com coeficientes
em R de grau até n. Definimos em P,, as operacdes:

(a) soma vetorial: (Z aixi) + <Z bixZ) = Z (a; + b;) =*;
i=0 i=0 i=0

n
(b) multiplicacio por escalar: « g a;x’ | = E (vay) .
B . i=0 i=0 .
Pode-se verificar que P,, munido destas operacbes é um espaco vetorial.

Exemplo 3.26 Determine o elemento neutro da soma de P3. Determine o inverso aditivo
de q(z) = 323 — 2z + 1.

Solucdo: O elemento neutro é p(x) = 0 (verifique). O inverso aditivo de q é p(z) =
—3x3 + 22 — 1 pois p(x) + q(z) = 0. u
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Definicao 3.17 (espaco vetorial dos polinémios) Definimos por P a unido de todos os
conjuntos P,, paran € N. Assim P inclui TODOS os polinémios, de todos os graus possiveis e
forma um espaco vetorial se for munido das operacées de soma de polinémios e multiplicacdo
por escalar.

Definicdo 3.18 (espaco vetorial de funcdes) Dado conjunto I C R (ndo-vazio) qual-
quer, denotamos F(I;R) o conjunto das funcdes de I em R. Dadas duas funcdes
frg € F(I;R) e A € R, definimos em F(I;R) as operaces:

(a) soma vetorial: f + g por f(x)+ g(z) para todox € I; e

(b) multiplicaco por escalar: \ - f por \- f(z) para todo x € I.

Pode-se verificar que F(I;R) munido destas operacbes é um espaco vetorial.

Exemplo 3.27 Determine o elemento neutro da soma de F([0,2];R). Determine o inverso
aditivo de g(x) = sen(3 — ).

Solucdo: O elemento neutro é a funcgo f(x) = 0 para todo x € [0,2]. O inverso aditivo de
g(x) é h(z) = —sen(3 — x) pois g+ h = 0. |

Observacao 3.9 Note que o sinal “+" (mais) em “f +g" e “f(z) + g(x)” (bem como de
") possui significado distinto em cada expressdo: soma de vetores, num caso, e de soma
de nimeros reais (escalares) no outro.

Exemplo 3.28 Verifique se os conjuntos abaixo sdo subespacos do espaco vetorial Ps:

(a) {p € Pl p(1) = 0}.  (b) {p € Pl p(2)=5}. (c){p € Pyl p(3) > 0}.
Solucdo: (a) é subespaco. De fato: O pertence pois 0(1) = 0; Dados p,q, como p(1) =
q(l) =0, entdo (p+q)(1) = p(1) +q(1) = 0, Dados p e a € R, como p(1) = 0, entdo
(ap)(1) = a(p(1)) = a(0) = 0.

(b) N&o é subespaco pois 0(2) = 0 # 5. Além disso dados p,q, como p(2) = q(2) =5,
entdo (p+ q)(2) = p(2) + q(2) = 10 # 0.

(c) De fato: O pertence pois 0(3) > 0. Dados p,q, como p(3) > 0 e q(3) > 0, entdo
(p+q)(3) =p(3) +q(3) > 0; Dados p tal que p(3) >0 ea=—1, (ap)(3) = —p(3) <0
e n3o pertence ao conjunto. Logo ndo é subespaco vetorial. [

Observacio 3.10 Todo polinémio de P,, pode ser pensado como um elemento (func¢do)

de F(I;R) com I C R. Neste sentido, P, é subespaco de F(I;R). Este exemplo é

importante pois mais adiante (Capitulo Produto Interno p[137) responderemos a seguinte

questdo: dada uma funcdo qualquer f € F(I;R), determine o polinémio p € P,, “mais
erto possivel” (num sentido que serd tornado preciso) de f.

Definicdo 3.19 (espaco de funcdes continuas e diferenciaveis) Dado conjunto I C
R (ndo-vazio) qualquer, denotamos C(I;R) o espaco das funcées continuas de I em R
e por CE(I;R) o espaco das funcées com k derivadas continuas. Finalmente temos
o espaco das funcées com infinitas derivadas continuas C*(I;R). As operacées de
soma e multiplicacdo por escalar sdo iguais as da Definicdo[3.16,

Exemplo 3.29 As funcdes f(x) = cos(x),g(z) = exp(z?) pertencem a C*(R;R). As
funcbes f(z) = 1/x e g(x) = 1/(z* — 1) pertencem ao espaco C*=((0,1);R) mas ndo
pertencem a F(R;R) pois ndo estio definidas no 0 nem no 1.

A funcdo f(z) = |z| pertence a C(R;R) mas ndo pertence a C'(R;R) (no possui derivada
em0).
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Observacdo 3.11 Todo polinémio é infinitamente diferencidvel; se uma funcdo possui k
derivadas, ent3o ela possui k — 1 derivadas; toda funcdo diferencidvel é continua; toda
funcdo continua é funcdo. Deste modo temos a sucessdo de subespacos vetoriais (cada um
é subespaco vetorial de todos os que se seguem):

P, CP CCR)--- CCFI;R)--- C C*(I;R) C CY(I;R) C C(I;R) C F(I;R).
Exemplos importantes de espacos vetoriais de funcdes aparecem na teoria de equacdes
diferenciais.

Exemplo 3.30 Determine se sdo subespacos vetoriais de F(R;R):

(a) T'={y € C*(R;R)| y"(x) + 9y(z) = 0}.

(b) U = {y € C=(R; R)| y"(x) + 9y(x) = 9},

(c)V ={y € C*(R;R)| ¢ (z) + f(x)y(x) = 0} para uma f €€ C*(R;R) fixa.

() W = {y € C(R;R)| y/(x) + () = O}.

Solucdo: (a) T é subespaco vetorial. De fato, dados yi,y, € V (solucdes), se tomarmos
y = ay; + byz, a,b € R (constantes), como a derivada da soma é igual a soma das derivadas
(linearidade da derivada), calculamos "+ 9y = ay!+bys+9(y1+ys2) = ay!+9y1+bys +9ys =
0+0=0.

Note que, em particular, se y;(x) = sen(3x) e yo = cos(3x), entdo y,,y2 € T. Combi-
nacBes destas funcdes também serdo solucbes (na realidade TODAS as solucdes serdo desta
forma, mas ndo provaremos isto). Portanto, T = {ay; + bys; a,b € R}.

(b) U no é subespaco vetorial. Observe que se y1,y» € U, ey = y1 + y2, ' + 9y =
9x + 9x = 18z # 9x. Portanto y & U. Além disso y = 0 ¢ U. Na realidade é a translacdo
do subespaco do exemplo anterior. Mais precisamente, seja yo(x) = . Verifique que yo € U,
isto é, é solucdo (particular) da equacdo. Entdo U = yo+ T

(c) V é subespaco vetorial. E claro que y = 0 € V. Além disso, dados v,y € V
(solucdes), se tomarmosy = ay,+bys, a,b € R (constantes), como a derivada da soma é igual
a soma das derivadas (linearidade da derivada), calculamos y' + fy = ay| +bys+ f(y1 +y2) =
ayy + fyr +bys + fyp=0+0=0. Logoy € V.

(d) W n3o é um subespaco vetorial. Emboray =0 € W, se y é solucdo, w = ay, ent3o
w 4+ w? = ay + d*y? = ay + ay® + ay® = 0+ ay? # 0. Pode-se mostrar que W ndo é
tampouco a translacdo de um subespaco. |

3.5.2 Combinacao Linear e Espaco Gerado

Exemplo 3.31 Considere os vetores de P (espaco de todos os polinémios) u = 2% + =,

v=a?—x, w; =32 — 22+ 42 e wy = 23 + 222 + 10. Determine se w1, w, sdo CL de u

ev.

Solucdo: De fato, wy é CL pois wy = 32® —2? + 4z =3(z* +2) — (2> —z) =3u—v.
Por outro lado, wy ndo é combinacéo linear. Isto pois wo = % + 222 + 10 = a(x® +

a=1
z) + B(z* — x) = ar’® + Bz + (a — 1)x. Temos que resolver o sistema: f=2.
a—1=10
Note que este sistema ndo possui solucdo (porque?). Portanto, wo # au + (v para todo
a, B eR. [ ]

Exemplo 3.32 Considere os elementos de F(R;R) u = sen?(z) e v = cos*(z) Determine
se w = cos(2x) é combinacdo linear de u, v.
Solucao: E combinacio pois, por uma identidade trigonométrica conhecida, w =v —u. m
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Exemplo 3.33 Prove que é subespaco vetorial e determine um conjunto gerador para:

(a) H={p € P2| p(2) = p(3)} C P2; (b) Z={p € Ps|p(1) =0} C Ps.
Solucdo: (a) E subespaco pois se dois polin6mios possuem mesmo valor em 2 e 3, combi-
nacdes lineares também possuirdo o mesmo valor.

Seja p(z) = ax?+bx +c. Como p(2) = p(3), 4a+2b+c = 9a+3b+c, temos a equacdo
5a + b = 0. S3o trés varidveis e uma equacdo. Portanto sdo duas varidveis livres: ¢ = r e
b=s, coma=—b/5=—s/5.

Logo V. = {—s/bx* + sz +r; r,s € R}, um plano (dimensdo 2) em P,. Tomando
r=0,s=1obtemosu= —z*/5+x, r=1,5s =0 obtemos v=1. Logo V = (u,v).

(b) Deixamos para o leitor verificar que é subespaco vetorial. Sejap(x) = ax®+bx*+cr+d.
Comop(1) =0, a+ b+ c+d = 0. Sdo quatro varidveis e uma equacdo. Portanto s3o trés

varidveis livres: d = r,c = s,b =t, coma = —r —s—1t. Logo H = {(—r —s — t)2% +
tz? + sx + r}. Colocando r,s,t com 0 e 1 alternadamente, obtemos u = —z3 + 1,v =
—2® +x,w=—23+ 2% Portanto X = (u,v,w).

Outra parametrizacdo possivel é tomar como variaveis livres: a = r,b = s,c = t, com
d = —r —s—t. Colocando r,s,t com 0 e 1 alternadamente, obtemos u = 2% — 1,v =
22 —1,w =2z — 1. Portanto X = (u,v,w). n
Exemplo 3.34 Se Z = {((x — 1), x(x = 1), ..., 2" Yz —1)) e

W ={p € P, |p(l) =0}, prove que W = Z.
Solugdo: De fato, dadop € W, como p(1) =0 (1 é raiz), podemos dividir o polinémio por

n—1 n—1
(x — 1), obtendo que p(z) = (x — 1) (Z aixl) = Zai (z'(x—1)). Logop € Z. Por
i=0 i=0
outro lado, se z € Z, entdo z(x) = Y1 c;r'(x — 1), 2(1) = 0 e portanto z € W. u

Exemplo 3.35 Mostre que
(a) cos(2z) € (1,cos(x),cos?(x)).  (b) cos(3z) € (1,cos(x), cos®(x), cos®(x)).

Solucdo: (a) E verdade pois (identidade trigonométrica conhecida) cos(2x) = 2 cos?(z) — 1.
(b) Utilizando a identidade de (a) e que sen(2z) = 2sen(z) cos(z) e cos(3z) =

= cos(z) cos(2z) —sen(x) sen(2z), obtemos que cos(3x) = 2 cos®(x)+2 cos?(x) —cos(z) — 2.
Generalizando concluiremos que cos(nx) € (1, cos(z), ..., cos™(x)). n

O préximo exemplo é mais sofisticado. Este tipo de combinac3o linear é utilizado nos cha-
mados métodos dos elementos finitos, muito importante no calculo de estruturas (engenharia
civil, naval, mecanica etc.).

[ | &
AN
o | b3

Figura 3.1: Elementos finitos
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Exemplo 3.36 Considere as funcées ¢y, . .., ¢3 mostradas na Figura (3.1, Observe que elas
sdo caracterizadas como funcdes lineares por partes (entre dois inteiros quaisquer elas sio
lineares, isto é, o grafico é um segmento de reta) e que ¢;(j) = 0;;, onde &;; é chamado de
delta de Kroenecker, definido como 1 se i = j e 0 caso contrario. Assim ¢o(0) =1 (i=j)e
60(1) = 60(2) = 0. Do mesmo modo, én(1) = 1 (i = j) e 61(0) = 6,(2) = 0.

Agora podemos fazer combinacdes lineares destas funcées. Poderemos obter uma funcdo

linear por partes qualquer pois se quisermos que f assuma valores f(j) = a;, comj =0,...,3,
3

3
tome f = Zaiqﬁi. Deste modo f(0) = Zaigbi(O) = appo(0) = ap - 1 = ag (as outras

i=0 i=0
3

fungbes ¢1(0) = ¢2(0) = ¢3(0) = 0), e de forma anéloga, f(1) = ZW@(U = a, e
i=0

também f(2) = as, f(3) = ag. Desta forma CL das ¢;'s podem gerar qualquer funcéo linear

por parte:
(@0, ..., ¢3) = | fungoes tipo V\/

3.5.3 Dependéncia e Independéncia Linear, Base

Exemplo 3.37 Determine se sdo Lls ou LDs:

(@) {1, t, 2} (b){t e}

(c) {sen(2z), sen(z)cos(x)}; (d) {sen(2x), sen®(z)}; (e) {sen?(x), cos?(x), 1}.
Solucdo: (a) Suponha que al + bt + ct> = 0 para todo t € R. Apresentamos duas provas
que a = b = c =0 e portanto o conjunto é LlI:

— Derivando obtemos que b+ 2ct =0 e 2c=0. Logoc=0,b=0¢ea = 0.

— Colocando t = 0 obtemos que a = 0. Colocandot =1 et = 2 obtemos as equacdes:
b+c=0e2b+4c =0, cuja solucdo inica é b= c = 0.

(b) Suponha que at + be! = 0. Colocando t = 0 obtemos que b = 0. Colocando t = 1
obtemos que a(1) =0 ea = 0. Logo é LI.

(c) E LD pois sen(2z) — 2sen(x) cos(z) = 0 para todo x € R.

(d) Suponha que asen(2z) + bsen?(x) = 0 para todo x. Tomando x = /2 obtemos
que a(0) + b(1) = 0. Logob=0. Tomando x = 7/4, a(1) =0ea=0. Comoa=0b=0
concluimos que é LI.

(e) E LD pois sen?(z) + cos?(x) — 1 = 0 para todo z € R. ]

Observacao 3.12 (conjunto de funcdes é LI?) Para determinar se um conjunto de
funcées é LI, uma ferramenta importante é o chamado Wronskiano, apresentado na

Definicdo[6.24 da p[193 Veja também o Exemplo[4.43 da p[120.

Exemplo 3.38 Prove que:

(a) {1, t, t*, ..., t"} é base de P,; (b) {1—t, 2+1t, t+1t*} é base de P,.
Solucdo: (a) De fato suponha q(t) = ag+ait +---+a,t™ = 0 para todot € R. Tomando
t = 0 concluimos que ay = 0. Derivando obtemos que ¢'(0) = a; = 0. Continuando
¢"(t) = 2ay = 0 e ay = 0. De forma geral f*)(0) = kla), = 0 e concluimos que a; = 0 para
k=1,...,n. Logo o conjunto é LI. E claro que gera P, (prove!). Logo é base,

(b) Seja q(t) = at* + bt + c. Queremos escrever q(t) = a(l —t) + B(2 + t) + yt*.
Igualando termos do mesmo grau e resolvendo o sistema obtemos a solugdo tnica~y = a, [ =
(b+¢)/3, a = (c—2b)/3. Como a representacio é inica, é base. n
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Exemplo 3.39 Retomando as funcées da Figura da pl79, prove que ¢y, ..., ¢35 é LI

Solucao: De fato, suponha que f(t) = agpo(t) + - - - asps(t) = 0 para todo t € R. Portanto
f(0) = 0. Como f(0) = aopo(0) + -+-azd3(0) =ao-1+ar -0+ +a3-0=a =0,
concluimos que ag = 0. De forma anéloga, f(1) = agpo(1l) + a1¢1(1) + ---azps(l) =
ap-0+a;-1+---+as-0=a, =0, concluimos que a; = 0. Procedendo desta forma,
concluiremos que ay = a; = ay = a3 = 0, e que a dnica CL de zero é trivial. [ ]

3.5.4 «Funcdes como Vetores: Representacio Geométrica®

Como representar geometricamente uma funcdo como um vetor? I

Vamos comecar vendo uma nova representacdo geométrica de vetores no R? e no R3.
Ja mostramos que podemos representar vetores como “setinhas” (segmentos orientados equi-
valentes). Agora vamos representa-los como graficos de funcdes da seguinte forma. Dado
f € F({1,2};R), ou seja, dada uma fungdo f : {1,2} — R, ela fica inteiramente deter-
minada uma vez fixado os valores f(1) e f(2). Portanto associamos a f € F({1,2};R)
o vetor f = (f(1), f(2)) € R2. Reciprocamente, dado (a;,as) € R?, associamos a funcdo
f € F({1,2};R) tal que f(1) = a; e f(2) = ay. Por exemplo, o vetor f = (5,3) € R? pode
ser representado como o grafico de f € F({1,2};R), como indicado na Figura[3.2] De forma
analoga, dada g € F({1,2,3};R), ou seja, dada uma fun¢do ¢ : {1,2,3} — R, associamos
o vetor g = (g(1),9(2),9(3)) € R3. Reciprocamente, dado (ay,as,a3) € R3, associamos a
funcdo g € F({1,2,3};R) tal que g(1) = ay, 9(2) = as e g(3) = a3. Por exemplo, o vetor
g = (3,5,2) € R? pode ser representado como o grafico de g, como indicado na Figura .

Y, Y,
f(1)=5]----- . 9(2) =5F------omo- .
F@) =3t s)=3]-e

| O e

1 2 =@ 1 2 3

Figura 3.2: Representando f = (5,3) e R? e g = (3,5,2) € R®.

A vantagem deste ponto de vista é que os desenhos s3o bidimensionais, e podemos repre-
sentar, por exemplo, o vetor f = (2,4,3,4,1) € R® pelo grafico de f € F({1,2,3,4,5};R)
definida por f(i) = a;, i = 1,...,5, como indicado na Figura [3.3] Note que com a inter-
pretacdo geométrica de setinhas ndo tinhamos como representar vetores do R"” com n > 3.

Generalizando, como um vetor € um n—upla de nimeros reais, podemos associar a
f = (a1,...,a,) € R" uma fungdo f : {1,...,n} — R tal que f(1) = a1, f(2) =
as,...,f(n) = a,. Assim podemos representar f € R", para n qualquer, pelo grafico de
fe F{1,...,n};R). Agora se substituirmos {1,...,n} por I com I C R qualquer, po-
demos representar o vetor (elemento do espaco de funcdes) f € F(I;R) pelo grafico de

LA leitura desta subsecdo é opcional.
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yk
fA)=f2)=4-——e-----e
f(3) =3
J)=2p-e 0 0
fO) =1)-tomtoreoe
1 2 3 45 T

Figura 3.3: Representando f = (2,4,3,4,1) € R®,

f: 1 — R. Por exemplo f € F(]0, 7];R), definido por f(x) = sen(x), pode ser representado
pelo seu grafico, como indicado na Figura [3.4]

Y,

Figura 3.4: Representando f € F([0, 7|;R), com f(x) = sen(z).

Observacio 3.13 Fixemos a notacdo I, = {1,...,n}. A representacio de vetoresh
R™ como funcdo é coerente no seguinte sentido. Vamos nos concentrar na operacdo de
soma de vetores (a multiplicacdo por escalar é analogo). Ja definimos anteriormente como
somar vetores u,v € R": basta somar componente a componente. Se interpretarmos
estes vetores como funcdes u,v : I, — R, definimos a funcdo soma (veja Definicdo
da pl77) u+v: I, — R por (u+v)(i) = u(i) + v(i) parai=1,...,n. Note que apesar
e ser definido de outra forma, obtemos a mesma coisa.

Exemplo 3.40 Considere f,g € F([0,1] x [0,1];R), onde cada funcdo representa o nivel
de cinza de cada ponto do quadrado [0,1] x [0, 1]. Desta forma cada funcdo representa uma
imagem. Agora vamos visualizar os elementos da reta r(t) = tg+ (1 —t)f, onde r(0.0) = f
e r(1.0) = g. Neste exemplo, conforme mostra a Figura a funcdo f = r(0.0) é um
quadrado e g = r(1.0) um circulo. Observe a transformacdo de um quadrado em um circulo,
onde representamos os pontos intermediarios da reta r: r(0.2),...,7(0.8).

Em processamento de imagem estas transformacées sdo chamadas de morfismos. Pode-

mos, por exemplo, criar imagens intermediarias entre imagens distintas, misturando caracte-
risticas.
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7(0.0) r(0.2) r(0.4) r(0.5) (0.6) r(0.8) r(1.0)
Figura 3.5: Quadrado se transforma em circulo

3.6 *Dimensio de Espaco Vetorial: Teoria®

Provamos nesta secdo que se um espaco vetorial V' possui uma base com d € N vetores,
entdo qualquer base de V' possuira d vetores, o que permite definir a dimensdo de V' como
d. Além disso uma sequéncia de resultados provara que qualquer conjunto LI de vetores de
V' pode ser estendido para formar uma base.

Comecamos enunciando um resultado muito importante na teoria dos espacos vetoriais.

Teorema 3.20 Todo espaco vetorial possui uma base.
Prova: A prova & delicada: vejaem 5] u

Vamos distinguir os espacos vetoriais de dimens3o finita e infinita.

Definicao 3.21 (dimensao finita e infinita) Um espaco vetorial que admite base finita é
de dimens3o finita. Um espaco vetorial que ndo admite, é dito de dimensao infinita.

Exemplo 3.41 R" é de dimens3o finita, pois € = {ej,ey,...,e,} é base.
Exemplo 3.42 P, é de dimensdo finita, pois e = {1,z,2% ... 2"} é base.

Exemplo 3.43 P é de dimensdo infinita.

De fato, dado 5 = {p1, P2, - - -, Pn} C P conjunto finito qualquer, defina N = maéx; grau(p)
pe

e q(z) = 2NT'. Entdo q € P, mas q & (B) pois grau(q) = N +1 > N > grau(p) para
todo p € 5. Logo, B ndo é base.

Exemplo 3.44 Os espacos C*°(I;R), C*(I;R), C*(I;R), CY(I;R), C(I;R) e F(I;R) sdo
de dimens3o infinita.
De fato todos os espacos acima contém o espaco P (vide Observacdo da p[78).

O préximo lema é fundamental para a definicio de dimens3o.

Lema 3.22 (conjunto gerador e LI) Sejam 5 = {u;,us,...,u,},
v=A4{v1,va,...,v,} C H. Se 3 é gerador de H e ~y é LI, entdo m > n.

m
Prova: Sejam a;; tais que v; = E a;;u;. Defina A = [a;;] o
i=1 j=1,..n
Suponha, por absurdo, que n > m. Portanto o namero de variaveis (n) é maior que
o nimero de equacdes (m) no sistema homogéneo. Neste caso, existe x # 0 tal que

Ax = 0. Logo ijaj = 0, o que implica que Z:rjaij = 0 para todo i. Segue que

Jj=1 Jj=1
m n n m n
E T | Oy = 0. Portanto E Z; E a;;a; | = E T;V; = 0.
i=1 \j=1 j=1 i=1 j=1
Concluimos que ~ ndo é LI! Como isto & absurdo, concluimos que n < m. [ ]

LA leitura desta secdo é opcional.
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Corolario 3.23 Toda base de um subespaco vetorial de dimensdo finita tem o mesmo nu-
mero de elementos.

Prova: Sejam = {vi,vs,..., Vv, } e v ={us,uy,...,u,} bases. Pelo Lema [3.22} como
/3 & gerador e & LI, entdo m > n. Trocando os papéis de 3 e y, novamente pelo Lema [3.22]
como v é gerador e 3 & LI, entdo n > m. Como m > n e n > m, concluimos que m = n.

[

Este Corolario justifica a préoxima definico.

Definicdo 3.24 (dimensao) A dimensdo de um (sub)espaco vetorial de dimenséo finita é
o ndmero de vetores em (qualquer) uma de suas bases.

Lema 3.25 (caracterizacdo dos conjuntos LD) Os vetores vy, Vs, ...,v, sdo LD se, e
s6 se, existe um vetor que é combinacdo linear dos anteriores, v;, = E V.
i<k
Prova: Se: trivial.
k
S6 se: seja k > 1 minimo tal que v, v, ..., Vv, sdo LD. Seja E a;v; = 0 CL n3o-trivial.

=1
k-1

Se «y, fosse zero, E o;v; = 0 seria CL n3o-trivial, contrariando a minimalidade de k. Assim,

=1
k—1

ak#Oevk:—Z—vi. |

i=1

O préximo lema nos diz que podemos eliminar vetores que sdo CL de outros de um conjunto
sem modificar o espaco gerado.

Lema 3.26 (eliminando vetores redundantes) Dado um conjunto S = {v,va,...,v,}
LD, seja vi, CL dos demais. Entdo (vi,...,Vig_1,Viki1,...,Vn) = (S).
Prova: Temos que v, = Za,—vi. Dado w € (S), temos w = Vivi = Z%Vi +
itk i i#k
ViV = Z%VZ» + Y Z%‘Vz‘ = Z(% + yp;)v;. Logo w = Z(% + Yp;)V; e portanto,
itk itk itk itk
VA <V17~--7Vk717vk+17~--7vn>- |

Corolario 3.27 Todo conjunto gerador finito contém uma base.

Prova: Se o conjunto é LI, nada a fazer. Se & LD, ha um vetor que é combinacdo linear
dos demais. Descarte este vetor; o subconjunto obtido ainda é gerador (pelo lema anterior).
Repita o procedimento até que o subconjunto obtido seja LI. |

Finalmente, o resultado abaixo garante que, dado um conjunto de vetores LI em um espaco
vetorial de dimensdo finita, este pode ser estendido a uma base.

Lema 3.28 (estendendo conjunto LI em base) Todo conjunto LI em um espaco de di-
mensdo finita pode ser estendido a uma base. Ou seja, se {vi,Va,...,V,} é LI, existem
Vo, ..., Vy tais que {vi,Va, ..., Vy, Vpi1,...,V,} € base.
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Prova: Seja {vi,Vvo,...,v,} Lle f={u;,uy,...,u,} base. Note que
{v1,va,..., v, us,ug,...,u,} € gerador. Aplique o resultado anterior, notando que, en-
quanto o subconjunto é LD, existe um vetor que é combinacdo linear dos anteriores (Lema3.25).
Este n3o pode ser um dos v;'s. Portanto, os v;’s ndo sdo descartados no processo. [ ]

Corolario 3.29 Em um espaco vetorial de dimensdo n, dado f = {vy,va,...,v,} (um
conjunto ordenado de vetores com p elementos), se:

e p>n, entdo 3 ndo é LI;
e p < n, entdo 3 ndo é gerador; e

e p =n, entdo 3 é gerador se e s6 se é LI.

3.7 Exercicios de Espacos Vetoriais

3.7.1 Exercicios de Fixacao

Fix 3.1: Determine se é subespaco vetorial do R™:

(a) o conjunto-solucdo de um sistema linear homogéneo;

(b) o conjunto-solu¢cdo de um sistema linear cujo lado direito tem como entradas inteiros
maiores do que 1;

(c) plano passando pela origem no espaco;

(d) reta que ndo passa pela origem no plano;

(e) parabola que passa pela origem no plano;

(f) primeiro quadrante do plano;
Fix 3.2:Se W = (vy,va,...,V,), entdo:

(a) 0 __(e,¢) W, (b) 6vy —bvy _ (e,¢) W, (c) dimW __ (=<<>>) n.
Fix 3.3: Considere o sistema Ax = b.

(a) se ndo tem solucdo, entdo b ___ (e,¢) __ (Im(A), Nuc(A));
(b) se a solucdo ndo & unica, entdo Nuc( __(=4#) ____ (m(A),{0}).
Fix 3.4:Seja 3 C R7 gerador.
(a) [ possui (no méximo, exatamente, no minimo) 7 vetores;
(b) retirando de 5 um vetor, obtemos um conjunto que (é, ndo &, pode ser) gerador;
(c) acrescentando a /3 um vetor w ¢ /3, obtemos um conjunto que (é, nao é pode
ser) gerador;
( ) o vetor O _(pertence, ndo pertence, pode pertencer) a ﬁ .
Fix 3.5:Seja 3 C R LI
(a) [ possui (no méximo, exatamente, no minimo) 7 vetores;
(b) retirando de 5 um vetor, obtemos um conjunto que (é, pode ser) __ (LI, LD);
(c) acrescentando a 8 um vetor w ¢ 3, obtemos um conjunto que (é, pode ser)
_ (L, LD);
( ) o vetor 0 _(pertence, ndo pertence, pode pertencer) a ﬁ .
Fix 3.6:

(a) Se o espaco gerado por u é igual ao espaco gerado por v, entdo necessariamente

(u = v, u é maltiplo de v, u é perpendicular a v, nenhuma das alternativas)

OVersio 08.out.2012 09h
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(b) Se (u,v) = (u,w), entdo necessariamente (v = w, v é miltiplo de w, v é
perpendicular a w, nenhuma das alternativas)

(c) Sabendo que o conjunto {w} & LI podemos afirmar que w & __ (ndo nulo, nulo).
Fix 3.7:Escolha uma opgdo. Dizer que {vy,va,...,v,} & LI € 0 mesmo que dizer que:

(A)se \y =--- =)\, =0, entdo \yvy +---\,v,, = 0;

(B) \yvi + -+ A\pv, = 0 para todo \; € R;

(C)yse \ivi+--\v,,=0,entdo N\ =--- =)\, =0;

(D) v #0 paratodoi=1,...,n;

(E) v; ndo é maltiplo de vy se i # k.
Fix 3.8: Considere W = (uj,uy,...,u,,). Obtemos base de W (escalonando,
multiplicando, zerando, somando) uma matriz que tem estes vetores como (linhas,
colunas).

Fix 3.9:Seja W o subespaco-solucdo de um sistema linear homogéneo com 4 equacdes:

(a) eliminando uma equacdo, dim (W) (pode, vai) (aumentar, diminuir).

(b) acrescentando uma equacdo (com lado direito igual a zero), dim(WW) (pode,
vai) (aumentar, diminuir).
Fix 3.10:Sejam V, W C R? subespacos vetoriais, com dim(V) = 2 e W uma reta.

(a) dim(W) = __ (o0, 1, 2, 3); (b) V & um(a) (ponto, reta, plano, sistema);
Fix 3.11:Pode ser base de R® um conjunto com:

(a) 4 vetores LlIs? (b) 5 vetores LDs? (c) 6 vetores?

Fix 3.12: Considere S um conjunto ordenado de vetores. Determine se é verdadeiro ou falso:
(a) se todo vetor de um espago pode ser escrito como combinacio linear de elementos de
S, entdo S é base;
(b) se S & base, entdo S & um conjunto linearmente dependente de vetores;
Fix 3.13: Considere V e W planos distintos contendo a origem em R?. Determine:
(@ Vnw; (b) V+W.
Fix 3.14: O elemento neutro para soma do espaco vetorial das funcdes reais é o(a)

(m]mero zero, funco identidade, funco identicamente nula, conjunto vazio).

Fix 3.15: Determine se sdo subespacos vetoriais de F(R;R):
(a) {fungoes continuas}; (b) {f =asen(z)+2, a €R}; (c) {f =az®+0b, a,b € R},

3.7.2 Problemas
Subespacos do R"

Prob 3.1: Determine se é subespaco vetorial de R3:
(@) {(a,b,c) eR*|a,ceRb=a+c+1}; (b) {(a,1,1) € R* a € R};
(c) {(a,b,c) € R a,b € R,2a + 3b = 5c};
Prob 3.2: Determine se formam um subespaco vetorial do R? subconjunto de todos vetores:
(a) com exce¢do daqueles paralelos a uma reta dada;
(b) cujas coordenadas sdo maiores ou iguais a zero.

Prob 3.3: Determine se:
(a) (1,0,6) € ((1,0,1),(1,2,1)); (b) (1,—2,1) € {(1,0,1),(1,2,1));
(¢) {(0,0,2,2),(3,3,0,0), (1,1,0, 1)} & LI;

Prob 3.4: Determine se os subconjuntos do R3

(a) {(0,0,0)} e (b) {(1,0,—2)} s&o Lls.

(c) Caracterize, de forma geral, os conjuntos de um Gnico elemento que s3o L.
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Prob 3.5: Determine se os subconjuntos do R?
(a) {(07 ) (1707 _2)} C R3' (b) {(1707 _2)7 (17 27 1)} - R3 €
(c) {(1,0,-2), (2,0,—4)} C R? sdo Lls.
(d) Caracterlze de forma geral, os conjuntos de dois elementos que sdo L.

Prob 3.6: Determine se os subconjuntos do R?
(a) {(1,0,-2), (2,1,1), (4,1,-1)} e (b) {(1,0,-2), (2,1,1), (1,2,8)} sdo Lls.

(c) Existe uma caracterizagdo facil dos conjuntos de trés elementos que sdo LI? (Facil
no sentido de que se possa decidir “de cabeca” se o conjunto é ou ndo LI, sem a necessidade
de se escalonar nada.)

Prob 3.7: Fazendo o minimo necessario de contas, diga se sdo bases de R3:

11 [1 1 0 [ 3]
(a) 1],]2 (b) 1{,]0],l0
1] | 3] 1 0 1]
[ 1 [ 1] 3 0 [ 1 2 3
(c) L, 21].,]10],|1 (d) 11,121,110
1] | 3] 1 2 |1 2 1

Prob 3.8: Determine uma base e a dimensdo dos seguintes subespacos de R*:
(a) hiperplano {(z,y,z,w) € R* |z +y — w = 0};

: - r+z—w=0
(b) conjunto-solucdo de et w—0
(c) conjunto-solucdo de { 0 1 =3 010 ]
’ 00 010
r+2s+t
(d) —s 2 eERYrsteR
2r + s — 4t T
r— 3t
Prob 3.9: Considere os seguintes subespacos do R*: V' conjunto solucdo de { r+y—w=0,
W conjunto solucdo de T i ;Iwu ig e Z=1{((1,1,2,1), (0,1,1,0)). Determine (veja

Exemplo da p/51]e Exemplo da pJ52| uma base para:
@QVvnw, (b)zZnV;, (c)ZnW.

Prob 3.10: Dados os espagos Wi = {(s +t,t —s,s +t,2s +t) € R s,t e R} e

Wy ={(z,y,2,w) ERY y+2=0 e z—w+2z=0}, determine base e a dimens&o de:
(a) Wl; (b) WQ; (C) W1 + WQ.

LI e LD: tedricos

Prob 3.11: Prove que para qualquer u,v,w € V o conjunto {u —v,v —w,w —u} é LD.
Prob 3.12:Sejam {vy,vs,...,v,} vetores Ll e w € W = (v, vy, ..., v,). Prove que:

(@) {w,vi,va,...,v,} €LD; (b) {vo,...,vp,} &Ll (c) (va,...,v,) #W.
Prob 3.13: Considere U e V subespacos de dimensdo 3 contidos em RP. Para cada p abaixo
determine menor valor possivel para dim(U NV):

(@p=3 (B)p=4 ()p=5 (d)p=6.
Espacos de Polinbmios e Funcoes

Prob 3.14:Verifique se é subespaco vetorial de F([a,b];R) o conjunto das funcbes f :
la,b] — R tais que:
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(a) f(a) = f(b) =0; (b) f(a) = f(b) =1,

(c) f(x) >0 para todo z € [a,b]; (d) f é derivavel e f'+2f = 0.
Prob 3.15: Mostre que é LD:

(@) {1+2z, 14z, 1—z} CPay (b) {1, sen?(z), cos?(z)} C F(R;R).

Prob 3.16: Determine se sio Lls ou LDs em Pa:

() {1, 2% 2 +4}; () {z+2, 2 +3, 2 -3}, () {#* — 27, 1+, 2 +2}.
Prob 3.17: Considere o espaco C*(R; R) das fun¢des infinitamente diferenciaveis. Verifique
que o subespaco:

(a) {f € C*(R;R)| f' =0} & gerado por g tal que g(x) =1,

(b) {f € C*(R;R)| f' — f = 0} é gerado por g tal que g(z) = €
Prob 3.18: Determine se é subespaco vetorial de P, (espaco dos polindmios de grau menor
ou igual a 4). Em caso afirmativo determine uma base e dimenso.

(a) {p € P4l p(2) = 0}; (b) {p € P4l p(2) = 1}.

3.7.3 Extras
Subespacos do R"

Ext 3.1: Determine se:
(a) (1,0,1) € ((1,1,1),(1,2,1)); (b) {(k,1,1),(1,k,1),(1,1,k)} é Ll para k € R,
(c) R® =((2,-1,3),(4,1,2),(8,—1,8),(6,0,5));

Ext 3.2: Fazendo o minimo necessario de contas, diga se sdo bases de R?:

1 1 8 1 1 8
@<|1],l2].]5 <l 1].]2].]6
1 3 4 1 3 4

Ext 3.3: Determine uma base e a dimens3o dos subespacos do R*, solucdo do sistema linear:
r—y+z—2w = 0
(@Q{z-—y+z-w=0; (b) 2t+y—z—w = 0.
r+2y—2z24+w = 0
(c) acrescente equac¢des ndo-nulas a (b) que n&o alterem o subespaco.
Ext 3.4: Determine para cada subespaco do R™ abaixo uma base e a dimens3o:
(a) ((0,-1,2,1),(1,2,1,0),(1,1,3,1),(3,5,5,1));
(b) ((1,0,1,-1),(2,3,3,0),(1,3,2,1),(0,3,1,2));
(c) ((1,2,0,1,2),(~1,0,1,2,1),(0,6,3,9,9)).
Ext 3.5: Considere (a,b), (¢, d) € R?. Mostre que eles s3o LDs se, e somente se, ad —bc = 0.

r—y=0
Ext 3.6: Considere o conjunto-solucdo do sistema: y+w =0 . Queremos retirar uma
r4+w=0

equacdo e acrescentar uma equacdo ao sistema mantendo o mesmo espaco solucdo. Determine
uma equacdo que pode ser:
(a) retirada;  (b) acrescentada, que seja ndo-nula e distinta das outras.

Ll e LD: tedricos

Ext 3.7:Suponha que {vy,Vvs,v3} € um conjunto LI. Prove que {w, wy, w3} com w; =
vy +v; (com i =1,2,3) é um conjunto LI.
Ext 3.8:Seja A matriz m x n. Prove que:
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(a) Ax = b tem solugdo para todo lado direito b € R™, se e s6 se as colunas de A
formam um conjunto gerador do R™.
(b) Ax = 0 tem solucdo Gnica se e sé se as colunas de A formam um conjunto LI.

Ext 3.9: Suponha que os sistemas lineares Ax = b; e Ax = by tém, ambos, solucdes nicas.
O que podemos dizer sobre o conjunto-solucio de Ax = ¢, onde:
(a) c=3b; —2b; 7 (b) c é qualquer vetor?

Ext 3.10:

(a) Seja B = {vy,Vva,...,v,} tal que o subconjunto v = {vy,va,..., v}, comk <mn, é
LD. Mostre que § é LD.

(b) Mostre que se {vq,Vvs,...,v,} & LI, entdo qualquer subconjunto sera LI também.
Ext 3.11:Seja 8 = {vy,Vva,...,Vv,} um conjunto de vetores tal que: {vy,vo,... , v, 1} é
Lle v, & (vi,va,...,v,_1). Mostre que [ é LI.

Ext 3.12:Sejam H, K C V subespacos vetoriais. Mostre que:
(a) HU K ndo é, em geral, subespaco;
(b) dim(H + K) = dim(H) + dim(K) — dim(H N K).

Espacos de Funcdes ou Polinbmios

Ext 3.13: Considere o espaco das fun¢Bes infinitamente diferenciaveis f : [a,b] — R, deno-
tado por C*°(RR;R). Verifique que o subespaco:

(a) {f € C*(R;R)| f" =0} & gerado por g e h tais que g(z) =1 e h(z) = z;

(b) {f € C*(R;R)| f" + f =0} é gerado por g e h tais que g(z) = sen(z) e h(z) =
cos(z);
Ext 3.14: Verifique se & subespaco vetorial de F([a, b]; R) o conjunto das fun¢des f : [a, b] —
R tais que:

(a) f é uma func¢do constante; (b) f é derivavel;

b
(c) f ndo é derivavel; (d) f & continua e / f(z)dz =0.

Ext 3.15: Determine se é subespaco vetorial de P, (espago dos polinémios de grau menor ou
igual a 4). Em caso afirmativo determine uma base e dimens&o.

(a) {p € Pul P'(2) = O}; (b) {p € Pa| p(z) = p(—2)};
Ext 3.16: Considere V = {p € P4| p(1) =0} e W = {p € P4| p(—1) = 0}. Determine uma
base e a dimensdo de:

(@ Vv, (b)W; (o)VnWw.

Ext 3.17: Determine a dimensdo de (cos?(z),sen’(x), cos(2x)) C C(R;R).

3.7.4 Desafios

Des 3.1: Prove que se V C R! & um subespaco vetorial, entdio V =00ou V = R.
Des 3.2: Considere W C V' C R" com dim(W) = dim(V'). Prove que W = V.
Des 3.3: Um subespaco afim H é a translacdo de um subespaco vetorial 1, isto &, existe
um vetor hy € V' e um subespaco vetorial W C V tal que H = hy+W = {ho+w | w € W}.
(a) Prove que H (ndo-vazio) é um subespaco afim se, e somente se, para todo u,v € H,
vale fu + (1 — 0)v € H para todo 6 € R;
(b) Qual propriedade geométrica é expressa por esta propriedade?

Des 3.4:
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Definicao 3.30 (soma direta de subespacos) Dados subespacos vetoriais H e K se HN
K = {0}, dizemos que H + K é uma soma direta, denotando-a por H ® K.

Suponha que V = (vy,va,...,v,) C R" Explique como determinar um subespago W de
modo que V @ W = R" (soma direta).

Des 3.5:Sejam p,q € C(R;R) e V = {f € C*(R;R)| f"(z) + p(z) f'(z) + q(z) f(z) = 0}
(Problema de Sturm-Liouville).

(a) Mostre que V' & um subespaco vetorial de C*(R; R);

(b) Dado g € C(R;R), seja fo uma solugdo de f{(z) + p(x)fi(x) + q(x) fo(z) = g(z).
Mostre que h = f + g, com f € V, é solucdo também, isto &, dada uma solucio particular
da equagdo ndo-homogénea e uma solucdo qualquer da equagdo homogénea, a soma delas é
solu¢do da ndo-homogénea.

(c) Prove que dimV = 2.

Des 3.6: Considere F(R;R), o espago das fun¢des reais com dominio em R. Sejam V| =
{f € FR;R)| f(—x) = f(x)} (funcBes pares) e V = {f € F(R;R)| f(—z) = — f(x)} (Fun-
¢Bes impares). Exemplos sdo sen(z),x, 23 € V5 e cos(z), 1, 2% € Vi. De forma geral 2™ € }
(é par) se n & par e x™ € V; (é impar) se n é impar. Mostre que:

(a) Vi e V, sdo subespacos vetoriais de F(R;R);  (b) V1 NV, ={0};

() Vi ® Vo = F(R;R) (soma direta, veja Definicdo da p[90)).
Des 3.7: Considere as funcdes reais I, 3, definidas por I, 4 (x) = 1se x € [a,b] e Ijap)(x) =0
caso contrario. E chamada de funcio caracteristica (ou indicadora) do intervalo [a, b]. Defina
Je = L pr1)-

(a) Prove que o conjunto {fi,..., f,} é LI's para qualquer n.

(b) Conclua que o espa¢o F(R;RR) possui dimens3o infinita.
Des 3.8:Dado um espago vetorial V' e um conjunto I (ndo-vazio) qualquer, considere
F(I;V), o espaco das funcdes de I em V. Definas as operacdes de soma e multiplica-
cdo por escalar utilizando as operacdes correspondentes em V/, tal qual na Definicdo da
pl77] Prove que F(I;V) & um espaco vetorial.

Des 3.9: Considere o espaco das fungdes reais no intervalo (0,00). Mostre que as funcdes
2™, ..., " formam um conjunto LI com r; € R distintos, r; > 0.

Des 3.10: Seja P o conjunto dos niimeros reais positivos. Dados z,y € P e A € R defina:
(a) a “soma” x @y por zy;  (b) o “produto” A ® z por 2.
P & um espaco vetorial com estas operacdes? Se for, determine uma base e dimens3o.



Capitulo 4

Transformacao Linear e Matriz

Neste capitulo estudamos os objetos centrais de um curso de Algebra Linear: transformacdes
lineares (um tipo especial de fun¢do) e matrizes.

Até agora matrizes apareceram apenas como um artificio para resolver sistemas lineares:
ao invés de se trocar linhas de um sistema, trocam-se linhas da matriz que o representa,
etc. Neste capitulo as matrizes aparecerdo como objetos matematicos importantes. Vamos
definir operacdes no conjunto das matrizes e provar que formam um espaco vetorial quando
munido com estas operacdes. Veremos que matrizes representam funcdes (mais exatamente
transformacdes lineares) do R™ em R™. Por exemplo, matrizes representam transformacdes
geométricas como projecio, reflexdo e rotacdo.

Vamos (re)ver conceitos basicos sobre fun¢des como dominio e imagem, funcdo injetiva
e sobrejetiva, composicdo de funcdes e funcdo inversa. Estes conceitos serdo aplicados em
transformacdes lineares (TLs daqui por diante), e matrizes.

Embora tipicamente o aluno ja saiba multiplicar matrizes, jogaremos novas luzes sobre o
assunto: qual a origem e diversas interpretacdes da definicdo da multiplicacdo de matrizes;
como multiplicar matrizes em blocos.

Definimos espacos vetoriais importantes associados a TLs e matrizes:
(a) o nacleo;  (b) aimagem; (c) o espaco-linha e coluna de uma matriz.

Os resultados principais deste Capitulo s3o:

— o Teorema da p|102| (teorema do nacleo-imagem), que relaciona as dimensdes do
nicleo, imagem e dominio de uma TL ou matriz.

— O Lema da p[105] que determina condicdes para que uma TL seja injetiva ou
sobrejetiva.

— o Teorema da p{112| que relaciona o nicleo com a existéncia de inversa.
— O Teorema da p{114|que apresenta um algoritmo para o calculo da matriz inversa.

— O Lema da p[117| que mostra como somar e multiplicar com uma matriz em
blocos.

Terminamos o capitulo com duas secées opcionais: uma sobre coordenadas de um vetor
numa base e outra sobre representacio matricial de uma TL qualquer e mudanca de base.

OVersio 05.0ut.2012 01h
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4.1 Funcio, Transformacio Linear e Matriz

4.1.1 Dominio e Imagem de Funcao

Definicdao 4.1 (dominio, contradominio e imagem de funcio) Seja f : X — Y uma
funcdo. Dizemos (veja Figura que:

e X é o dominio;
e Y é o contra-dominio e

e {ye€ B;y= f(x) para algum x € X} é a imagem, denotada Im(f) ou f(X).

(X)
X Y

Figura 4.1: Funcdo f: X — Y

Observacio 4.1 No contexto de Algebra Linear é comum utilizar o termo transforma-
cdo como sinénimo de funcao.

Exemplo 4.1 Alguns exemplos de funcées:

(a) Considere v : R — R? uma funcdo definida, para cadat € R, (t) = (cost, sent) €
R2. Verifique que a imagem de ~y é um circulo unitario, uma curva contida em R2.

(b) Considere V : R?* — R? a funcdo V (z,y) = (—y,z). Pode-se visualizar esta funcdo
como um campo de vetores no plano. A cada ponto (z,y) associamos o vetor V (x,y).

(c) Considere o conjunto F das funcdes infinitamente diferenciaveis em R. Defina D :
F — F por D(f) = f' (a derivada da funcdo). A cada funcdo derivavel associamos outra
funcdo: sua derivada.

(d) Considere T : A C R® — R uma funcdo que associa a cada ponto do conjunto
A C R3? (pode-se pensar numa bloco de metal) sua temperatura T'(z,y, 2).

No exemplo anterior vimos exemplos de funcdes entre R — R? R? — R? R?® — R.
Podemos ter, de forma mais geral, funcdes de R™ — R™. Estas serdo objeto de quase todo
capitulo.

4.1.2 Transformacao Linear e Matriz

Definicao 4.2 (transformacdo linear) Sejam V e W espacos vetoriais. Uma funcdo (ou
transformacdo) T : V. — W é dita transformacao linear (TL) se:

T(ku) = kT (u) (preserva produto) e T(u+ v) = T(u) + T'(v) (preserva soma),
para todo u,v € V e k escalar. Isto é equivalente a preservar combinacées lineares, isto é:

T(ka+v)=kT(u)+T(v).
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Exemplo 4.2 (TLs triviais) Verifique que sdo TLs:
(a) I : V — V definida por I(v) = v para todo v € V, chamada de identidade.
(b) 0:V — W definida por O(v) = 0 para todov € V.
Solucao: Deixamos para o leitor. [ ]

Exemplo 4.3 Determine se é TL uma T : R® — R? definida por

(a) T(ZE, Y, Z) = (Z7 _:E)'. (b) T(J,’, Y, Z) = (27 xy)
Solucao: (a) Como, T(kx+y) = T(kx1 + 31, kxs +y2, kxs +ys) = (kxs +ys, —(kxi +
y1)) = k(xs, —x1) + (y3, —11) = kT (x) + T(y), concluimos que é linear.

(b) Como T'(1,1,1) = (1,1) e T(2,2,2) = (2,4) # 2T(1,1,1), concluimos que n3o é
linear. |

Observacdo 4.2 E facil verificar que se T é linear, entdo T(0) = T(—0+0) = —T(0) +
T(0) = 0. A reciproca ndo é verdadeira: existem funcées que satisfazem isto mas ndo sdo

lineares (veja Exemplo([4.3 (b) e Exemplo[4.2]] (c) da pl106)).

Definicdo 4.3 (TL associada a uma matriz) Dada uma matrizm xn A € M, de-
finimos T : R" — R™ por Ta(w) = Aw (produto matriz-vetor da Definicdo[2.19 da p[53).
T4 é uma transformacdo linear pelo Lema da p[54 (linearidade do produto matriz-vetor).

Observacao 4.3 Abusando a linguagem dizemos “dada a matriz A € M,,«,,, considere
A :R™ — R™" utilizando o mesmo simbolo para a matriz e para a funcdo. O correto seria
dizer “dada a matriz A, considere a funcdo Ty".

Exemplo 4.4 Para cada matriz B abaixo determine o dominio, o contradominio e a trans-
formac3o linear associada Tg.

2 3 2
1 2 3

(a) B = ;(B)B=1|5 6|; ()B=[-3 —2]; (d B=| -2
{4 5 6] > 6 | ) _3

Solugdo: (a) Como sdo 2 linhas e 3 colunas, Tp : R® — R?. Utilizando a definicio do
produto matriz-vetor (Definicdo da pl53),

Bx7123 T 11,021,032
3_456 g—$4 YI's | %6 |~

|z n 2y_Jr 3z | | x+2y+3z

| 4z 5y | 6z | | 4x+5y+62z |°
E mais facil (e é o que deve ser feito na pratica) usar o Lema da p. e fazer
v _{1 23] Z _[(1,2,3)-(:&%2)]_

produto escalar com linhas: B | y ‘
. 456 (4,5,6) - (2,9, 2)

r+ 2y + 3z
[4x+5y+62
3z, 4x + 5y + 62).
(b) Como sdo 3 linhas e 2 colunas, Tg : R* — R3, Tg(x,y) = (2x + 3y, 5z + 6y, 3—y).
)

} . De uma forma ou de outra, concluimos que Tg(z,y,z) = (v + 2y +

(c) Como sdo 1 linha e 2 colunas, Tp : R? — R, Tx(x,y) = (—3z — 2y).
(d) Como sdo 3 linhas e 1 coluna, T : R — R3, Tg(z) = (2, —2z, —3x). u
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O proximo lema permite determinar uma TL no espa¢o todo conhecendo seus valores
somente numa base (caso seja finita).

Lema 4.4 (determinando uma TL) Seja T : U — V transformacdo linear e
{uy,uy,...,u,} base de U. Se conhecemos T'(u;) para i = 1,...,n, entdo T'(u) esta
bem determinado para qualquer u € U.
Prova:r Dado u € U qualquer, pela definicao de base, existem as tais que u =y, a;U;.
Pela linearidade, T'(u) =T (31, ayw;) = >, ;T (u;). Como os valores T'(u;) sdo conhe-
cidos, a transformacdo estd determinada de modo anico. |

Exemplo 4.5 Determine uma TL satisfazendo em cada caso:

(a) T :R? — R? tal que T(1,0) = (2,—1) e T(0,1) = (3,1);

(b)) T:R?> > R tal que T(1,1) =2 e T(0,1) = 3.
Solugdo: (a) Como (z,y) = x(1,0) + y(0,1), pela linearidade, T(z,y) = xT(1,0) +
y7'(0,1) = z(2,-1) + y(3,1) = (2v + 3y, y — ). (b) Como (1,1) e (0,1) sdo Lls,
formam uma base do R?. Dado (x,y) € R?, (z,y) = z(1,1) + (y — 2)(0,1). Logo,
T(x,y) =2T(1,1)+ (y —x)T(0,1) = 22 + 3(y — =) = 3y — =. u

Lema 4.5 (bijecdo entre matrizes e TLs) A funcdo da Definicdo[4.3 que associa a cada
matriz A € M, x, a transformac3o linear Ty : R" — R™ é uma bijec3o.

Prova: Vamos provar a injetividade. Suponha que T, = Tg. Logo, dados vetores e;,
i =1,...,n da base canbnica do R", temos T'4(e;) = Ae;, = Be; = Tg(e;) para todo i.
Agora, é claro que Ae; é a i-ésima coluna de A pois na combinac3o linear dos vetores colunas
de A vai aparecer somente a i-ésima coluna. Do mesmo modo, Be; é a i-ésima coluna de
B. Concluimos que cada coluna de A é igual a cada coluna de B, isto é, A = B, provando
a injetividade.

Para a sobrejetividade, considere S : R — R™ uma TL. Defina v; = S(e;), i =1,...,n.
T T
Defina A = | vi --- v, |. Agora, & claro que Ae; = v;. Logo Tu(e;) = Ae; = v; =
{ 4
S(e;). Como S e T4 sdo lineares e assumem os mesmo valores em todos os vetores da base,
pelo Lema acima, S =T4. n

Observacdo 4.4 Pelo lema acima toda TL do R™ em R™ é dada por uma matriz e vice-
versa. Para espacos de dimens3o finita, pela Definicdo da p[123 o estudo de TLs
ode ser reduzido ao estudo de matrizes.

Exemplo 4.6 Determine a matriz associada a TL:

(a) T(x,y,z,w) = (x —y+22, x+y, z+w),

(b) T que leva cada vetor do R® na sua projecdo ortogonal no plano xz.

(c) T que leva cada vetor do R? na sua rotacdo em torno do eixo z por um 4ngulo de 90
graus no sentido anti-horarid| do plano xy.
Solucao: (a) Calcule T'(1,0,0,0) = (1,1,0), 7(0,1,0,0) = (—1,1,0),
T7(0,0,1,0) = (2,0,1), 7(0,0,0,1) = (0,0,1). Colocando estes vetores como colunas da
matriz T', obtemos que

1
T'=11
0

O = =
— O N
— o o

1Orientar sentido de rotacdes em R® & um problema delicado. Neste caso, por se tratar do plano zy,
pensamos na orientacdo usual do plano.
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(b) E claro que (porque?) T(1,0,0) = (1,0,0) (o vetor e; pertence ao plano xz),
7(0,1,0) = (0,0,0) (o vetor ey é perpendicular ao plano xz), T(0,0,1) = (0,0,1) (o vetor
e3 pertence ao plano xz). Colocando estes vetores como colunas da matriz T, obtemos que

(c) E claro que (porque?) T(1,0,0) = (0,1,0), T(0,1,0) = (—1,0,0), T(0,0,1) =
(0,0,1). Colocando estes vetores como colunas da matriz T', obtemos que

4.1.3 Transformacoes Lineares Geométricas

Matrizes que representam transformacdes geométricas como projecdo, rotacdo, reflexdo e
homotetias (ampliacBes e redugdes) sdo utilizadas em computacdo grafica e para o estudo
da geometria das transformacdes lineares. Este ponto de vista geométrico sera retomado na

Secdo 5.4 da p[148| e na pl199 (veja as figuras!). Deixamos para o leitor verificar que estas
transformacdes geométricas sdo TLs.

Exemplo 4.7 (exemplos no R?) Determine a matriz que:
(a) amplia todos os vetores por um fator k.
(b) reflete os vetores em torno do eixo x.
(c) projeta (ortogonalmente) os vetores no eixo .
(d) reflete os vetores em torno da reta y = —ux.

Solucdo: (a) A(1,0) = k(1,0) = (k,0), A(0,1) = k(0,1) = (0, k). Logo, A — [ - } _
kI. Para ilustracio do caso k = 2 veja Figura[4.2

(b) A(1,0) = (1,0), A(0,1) = (0,—1). Logo, A — { . ] Para ilustracdo veja
Figura[4.3

(c) A(1,0) = (1,0), A(0,1) = (0,0). Logo, A = { (1) 0 ] Para ilustracdo veja Fi-
gura[4.4

(d) Com auxilio de um desenho, verifique que A(1,0) = (0,—1), A(0,1) = (—1,0). Logo,
a=| V1 m

-1 0

Exemplo 4.8 (exemplos no R3) Determine a matriz que:

(a) projeta (ortogonalmente) os vetores do espaco no plano z = 0.

(b) reflete os vetores do espaco em torno do plano z = 0.

(c) que projeta (ortogonalmente) os vetores do espaco no plano y = 0.
Solucio: (a) Como os vetores que estdo no plano z = 0 tem como imagem eles mesmo,
A(1,0,0) = (1,0,0), A(0,1,0) = (0,1,0). O vetor (0,0, 1) quando projetado valera (0,0,0).

1
Logo, A(0,0,1) = (0,0,0). Logo, A= | 0 . Para ilustracdo veja Figura|4.5,
0

o = O
o O O
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TVgoo
TV68°

TVii30

- y -

Figura 4.2: Ampliacdo Uniforme: A(z,y) = (22, 2y)

Vope

Viige .- Vese
Vi350” T~ Vyse
// \\
V1589 Va3e
/ \
! \
Vigoe = TV180°" " Voo = T'vge

< »|
(I =
(\ /1
\ !

\ /
TVis80, S T'Vogo
Tvizso . - T'Vyse
N

TV1130 TVQ(]O TV68°
Figura 4.3: Reflexdo no eixo z: A(z,y) = (z, —y)

(b) Como os vetores que estdo no plano z = 0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0,0) =
(1,0,0), A(0,1,0) = (0,1,0). O vetor (0,0,1) apds reflexdo se transformara em —(0,0,1).

10 O
Logo, A(0,0,1) = (0,0,—1). Logo, A=| 0 1 0
00 -1
(c) Como os vetores que estdo no plano 0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0,0) =
0

’y =

(1,0,0), A(0,0,1) = (0,0,1). O vetor (0,1,0) quando projetado valerd (0,0,0). Logo,
0
0 [
1

1
A(0,1,0) = (0,0,0). Logo, A= 0
0

o O O

Exemplo 4.9 (matriz de rotacdo em R?) Seja R a transformacdo que roda os vetores
do R? por um 4ngulo 6 (no sentido trigonométrico, isto é, anti-horéario).
(a) Mostre que R é uma TL; (b) Determine a matriz R.
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Visge, Y23
I/ B
I : : A
Tivyssd Visse T'V.455T Viggo
V\{G:TV o = - - - ::lV’J:TVO
180 180T : : : : 1 V0 0
‘\VI_ZOQTV.225° Tv: TV.315TV533180

\ o

—_= V2

.

4 2

Figura 4.5: Projecdo ortogonal no plano z = 0: A(z,y,2) = (x,y,0)

Solugdo: (a) Vamos provar através da sequéncia da Figura[4.6 que R(u+v) = R(u)+R(v).
Na primeira mostramos u,v e u +v. Na segunda, R(u), R(v) e R(u) + R(v). Na terceira
mostramos que R(u)+ R(v) é igual a rotacdo de u+v, isto é que R(u)+ R(v) = R(u+v).

Argumento analogo vale para a multiplicacdo por escalar. Como a rotacdo preserva a
soma e o produto por escalar, R é linear.

(b) Observe na Figural4.7 a imagem de R(e;) e R(ey).

cosf) —senf
Logo, R(e;) = (cosf,senf) e R(ez) = (—senf,cosf). Logo, R = [ senfd  cosd }
Para ilustracdo de uma rotacdo de 23° veja Figura[4.8 ]

Exemplo 4.10 Determine uma matriz de rotacdo que roda os vetores do R* por um dngulo
6 em torno do eixo y.

Solucdo: Como é em torno do eixo y, A(0,1,0) = (0, 1, 0) (vetor no eixo y ndo é
modificado). Se a rotacdo for por dngulo 6, uma op¢do é (veja Exemplo A(1,0,0) =
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R(u)+ R(v) R(u) + R(v)

L UuU+V yu -+ v

€9

sen 6
=
o

>

=

—
l¢]

V)

N—

\f

cos 6

Figura 4.7: Deducdo da Matriz de Rotacdo por angulo 6.

Voo
TV9D9 U \TV450

Y -
o TV2 o
Varpe 0

Figura 4.8: Rotacdo de 23°

cos) 0O —sent
(cosf, 0, senf) e A(0,0,1) = (—sen#d, 0, cosf). Logo A= 0 1 0 . Outra
senf) 0 cosé
cosf 0 senéd
possibilidade é rodar no outro sentido e A = 0 1 0 i |
—senf) 0 cosf

[Observagéo 4.5 (rotacdo no espaco de forma geral) Ver o Desafio da p}

para o caso geral de rotacdo em R3.
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4.2 Nicleo e Imagem

4.2.1 Nauacleo e Imagem

Definicdo 4.6 (Nucleo) (ou kernel) de uma transformacio linear T : U — V', denotado
por Nuc(T'), é o conjunto dos vetores do dominio cuja imagem é o vetor nulo:

Nuc(T) ={ue U |T(u)=0}.

Lema 4.7 (nlcleo é subespaco) Dada uma transformacéo linear T : U — V', o Nuc(T)
é subespaco vetorial de U.

Prova: Deixamos como exercicio para o leitor. [

Definicdo 4.8 (Nulidade) de uma transformacdo linear T é a dimensdo do seu nicleo:
dim(Nuce(T)).

Exemplo 4.11 Determine o nicleo de T : R? — R definida por:

(a) T(z,y) =y: (b)) T(z,y)=y—x.
Solucdo: (a) O nicleo sdo os elementos (x,y) € R? que sdo levados no zero. Como
T(z,y) =0 =1y, o nicleo é a reta y = 0, que corresponde ao eixo x. Mais ainda, T leva a
retay=1nolearetay=—1 no—1, conforme indicado na Figura[4.9

R? - R
]
T
——————————— <>11
1
T
ker T 0 ST ()
—————— jj ———=> —1
-1

Figura 4.9: T'(z,y) =y

(b) O nacleo sdo os elementos (x,y) € R? que sdo levados no zero. Como T(x,y) =0 =
y —x, o nicleo é a retay = x. Mais ainda, T levaaretay=x+1nolearetay=x—1
no —1, conforme indicado na Figura[4.10

Exemplo 4.12 Determine uma base e dimensdo do nicleo da transformacdo linear:
2 2 -1 1
-1 -1 2 8 1 Lo
(a) A= ; (b)B=|-1 -1 11
11 20 —1 01 01
o 0 10 1
Solucdo: (a) Para calcular o niicleo temos que resolver o sistema homogéneo Av = 0.
110 0 1

0010 1 :| S0 trés variaveis livres e

Para isto, escalonando totalmente A, obtemos [
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T
R2 R
Ve el T
~ . "‘\~“\‘.1
1 LT
0 . L 70

ker T’ / 1 v —1

Figura 4.10: T'(z,y) =y — =

portanto o niicleo tem dimensdo 3. Tomando r, s,t como pardmetros, obtemos que o niicleo é
(21, T2, 3,24, 5) = (—s —t, s, —t,1,t). Colocandor =1 e s=1t=0 obtemos (0,0,0,1,0)
no niicleo. Colocando s = 1 er =t = 0 obtemos (—1,1,0,0,0) no nicleo. Colocando
t=1er=s=0 obtemos (—1,0,—1,0,1) no nicleo. Portanto, uma base para o Nuc(T)
¢{(0,0,0,1,0),(~1,1,0,0,0), (1,0, —1,0,1)}. Logo dim Nuc A = 3.

(b) Para calcular o niicleo temos que resolver o sistema homogéneo Bv = 0. Para

0 —1 0
0 1 0 —1
portanto o nicleo tem dimensdo 2. Tomando s,t como pardmetros, obtemos que o niicleo
é (r1,m9,x3,24) = (s,t,5,t). Colocando s = 1 et = 0 obtemos (1,0,1,0) no nicleo.
Colocandot =1 e s = 0 obtemos (0, 1,0, 1) no nicleo. Portanto, uma base para o Nuc(T)
é¢{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}. Logo dim Nuc B = 2. [ ]

isto, escalonando totalmente B, obtemos { } S3o duas variaveis livres e

Definicdo 4.9 (Imagem) de uma transformacio linear T : U — V, denotada por Im(T),
é o conjunto dos vetores do contra-dominio que sdo imagem de algum vetor do dominio:

Im(T)={v eV |v="T(u) para algum u € U}.

Lema 4.10 (imagem é subespaco) Dada uma transformacao linearT : U — V', a Im(T)
é subespaco vetorial de V.

Prova: Deixamos como exercicio para o leitor. [

Observacio 4.6 Definimos nicleo e imagem de matriz na Definicdo(3.7 da p[69 Deixa-
mos para o leitor verificar que se A é uma matriz e Ty : R" — R™ a TL associada pela
Definicdo [4.3 da pl93, entdo Nuc(A) = Nuc(Ty) e Im(A) = Im(Ty).

Definicdo 4.11 (Posto) de uma transformacdo linear T é a dimensdo da sua imagem
dim(Im(7T)).

E)bserva(;éo 4.7 O termo nulidade é pouco utilizado, mas o termo posto é muito co—}
mum.
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@)servagéo 4.8 (calculando nicleo e imagem de 7)) Como obter o nicleo e}
imagem de T : R" — R™7

(a) Para o nicleo vimos nos exemplos: resolva o sistema T'(xy,...,x,) = (0,...,0).

(b) Para a imagem, escalone (no precisa ser totalmente escalonada, veja Lema
da pl75) matriz com os vetores T'(e1), ..., T(e,) nas linhas para determinar base. Estes
vetores geram a imagem de T pois para todo v no dominio, v =Y . , \;e; e 0s vetores
\Qimagem T(v)=> " NT(e).

Exemplo 4.13 Determine o nicleo, a imagem e suas respectivas dimensées de:

(a) T:R* =R, T(z,y) = (z + 2y);

(b) T :R?> = R> T(z,y) = (—x, 2y +x, —2x+2y, 2y —z, 2y);

(c) T:R*—=R° T(x,y,2)=(y+z2, y+z v+z2 o+2z x+2).

Solucdo: (a) Determinamos o niicleo resolvendo (o sistema linear) T'(xz,y) = 0 = x + 2y.
Logox = —2y e tomandoy = t, v = —2t. Logo Nuc(T) = {(=2t,t)} = (( , 1)), dimensdo
1. Como {(1,0),(0,1)} é base de R?, a imagem é gerada por {T(1,0),7(0,1)} = {1,1}.
Logo a imagem é todo o R, com dimenséo 1.

(b) Determinamos o nicleo resolvendo (o sistema linear) T'(z,y) = 0 = (—x,2y +
x,—2x + 2y, 2y — x,2y); Da primeira equagdo obtemos —x = 0 e da dltima 2y = 0. Logo a
anica solucdo é x = y = 0. Concluimos que o niicleo é 0 0 (dimenséo 0) Como {(1,0),(0,1)}
é base de R?, a imagem é gerada por {T'(1,0),7(0,1)} = {(—1,1,-2,—1 0) (0,2,2,2, 2)}
Logo a imagem é (estes vetores sdo claramente Lls) o ((—1,1, -2, — 1, 0) (0,2,2,2,2)), com
dimenso 2.

Y I

(c) Determinamos o nicleo resolvendo (o sistema linear) T'(z,y,z) = 0 = (y + z,y +

y+z 0

r+z = 0

resolvendo, sdo duas equacgdes e trés varidgveis. Tomando z = t, obtemos y = x = —t. Logo

o nicleo é {(—t,—t,t)} = ((—1,—1,1)), dimensdo 1. Como {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é
base de R?, a imagem é gerada por

{T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)} = {(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,0),(1,1,1,1,1)}. Escalonando

a matriz com estes vetores em cada linha, observamos que o iltimo é combinacdo linear dos

outros. Logo a imagem é ((0,0,1,1,1),(1,1,0,0,0), com dimensdo 2. [ ]

z,x+z,x+z,x+2); Este sistema é equivalente ao sistema . Escalonando e

Exemplo 4.14 Determine o nicleo e a imagem somente com argumentos geométricos (sem
calcular explicitamente) de:

(a) P : R* — R? uma projecdo ortogonal na reta x = y;

(b) R :R? — R? uma reflexdo em torno da reta x = y.

(c) X : R? — R? uma rotacdo por um angulo de 27 graus no sentido horario.
Solucdo: (a) Como P projeta na reta x =y, a imagem de P é esta reta. Como a projecdo
é ortogonal, serdo levados no zero os vetores perpendiculares a esta reta, isto é, NucT é a
reta x = —y.

(b) Dado um vetor v qualquer, ele é imagem de w (tome w = R(v)). Logo a imagem é
o R2. Por outro lado, o dnico vetor que refletido vai na origem é a prdpria origem. Logo o
nicleo é o subespaco {0}.

(c) Dado um vetor v qualquer, ele é imagem de w (tome w a rotacdo por 27 graus no
sentido anti-horério de v). Logo a imagem é o R?. Por outro lado, o dnico vetor que apds
ser rotacionado vai na origem é a prépria origem. Logo o nicleo é o subespaco {0}. ]
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@)servagéo 4.9 (calculando nicleo e imagem de A) Dada uma matriz A ;

) )
vy -+ Vv, |, como determinar o nicleo e a imagem de A7
4 4

(a) Para o nicleo vimos nos exemplos anteriores: resolva o sistema Ax = 0.

(b) Para a imagem, escalone (ndo precisa ser totalmente escalonada, veja Lema da

pl78) matriz com os vetores Tx(e;) = Ae; = v;, paraj = 1,...,n (colunas de A) nas
— V) —

linhas:

K =V, — J
Exemplo 4.15 Determine uma base e dimensdo da imagem da transformac3o linear:
2 2 -1 0 1

1 0 -1 0
@a=| b 20 Moo a1 1
11 -2 0 -1 01 o1
0 O 10 1
2 —1 10
2 —1 10
Solucdo: (a) Para calcular imagem temos que escalonar | —1 2 —2 1 |. Escalonando
0 0 00
1 1 -1 1
obtemos -1 L . Portanto, uma base para a Im(T') é
10 3/2 —3/2 1 '
{(2,-1,1,0),(0,3/2,—-3/2,1)}, que possui dimensio 2.
1 -1 0
. 0 -1 -1
(b) Para calcular imagem temos que escalonar A = 11 ol Escalonando
1 1
1 -1 0 .
obtemos, 0 -1 -1 | Portanto, uma base para a Im(T') é
{(1,-1,0), (0, —1,—1)}, que possui dimensdo 2. [ ]

4.2.2 Teorema do Nicleo Imagem

O préximo teorema é conhecido como o Teorema Fundamental da Algebra Linear pela
sua importancia. Ele relaciona as dimensdes do nicleo e da imagem com a dimensdo do
dominio.

Teorema 4.12 (Teorema do nicleo-imagem (TNI)) SejaT : U — V linear com U de
dimens3o finita. Entdo

dim(Nue(T)) + dim(Im(7")) = dim(U).

Portanto a soma das dimensées do niicleo e da imagem é igual a dimens3o do dominio.

Prova:  Suponha que dim(U) = n e que dim(Nuc(7)) = k. Tome base uy,...,u;
de Nuc(T'). Tome vy,...,v, para que 7 = {uy,..., U, Vy,...,V,} seja base de U. Como
dim(U) = n e toda base possui mesmo nimero de elementos, k+r = n, isto &, dim(Nuc(7))+
r =dim(U).
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Vamos mostrar que dim(Im(7")) = r, mais precisamente, vamos mostrar que [ =
{T(v1),...,T(v,)} forma uma base para Im(7):

(a) (B) = Im(T): E claro que (3) C Im(T). Vamos mostrar que Im(T) C (B). Seja
w € Im(7T). Entdo, w = T'u para algum u € U. Como 7 é base de U, u = aju; +
-aguy +byvy + - bv,. Como uy, ..., u; € base do nicleo, T'(u;) = 0. Logo, w = Tu =
byT(vy) +---b.T(v,). Portanto w € (/3).

(b) 5 & LI: Suponha que > .a,T(v;) = 0. Pela linearidade de 7', T'(> ", a;v;) = 0.

Logo >, a;v; € Nuc(7T'). Como uy,...,u; é base do niicleo, existem b; tais que > . a,v; =
>_;bju;. Logo 3, a;ivi— 3 ;bju; = 0. Como v & LI, todos os coeficientes sdo iguais a zero.
Como /3 & uma base para Im(7") e possui 7 vetores, dim Im(7") = 7. |

Observacdo 4.10 Como consequéncia do TNI, caso o niicleo seja trivial (igual a {0}) a
imagem terd a mesma dimens3o que o dominio e portanto a imagem serd uma “cépia fiel”
do dominio. A dimensdo maxima possivel para a imagem é a dimensdo do dominio: caso
o niicleo seja ndo nulo perdemos dimensio da imagem.

Exemplo 4.16 Determine o valor maximo e minimo possivel para a dimensio do nicleo e
da imagem de uma TL:

(a) T:R® RS (b)T:R> R (c)T:R'— R,
Solucdo: Sejam n = dim Nuc(T'),i = dim Im(T'). Pelo TNI, n + i é igual a dimensdo
do dominio. Por outro lado a dimensio da imagem (i) é menor ou igual 4 dimensdo do
contra-dominio e a dimens3o do niicleo (n) é menor ou igual & dimens3o do dominio

(a)n+i=8ei1<6. Como8—n=1i<6,n ndo pode ser 0 oul pois i seria 8 ou 7.
Logon=2,...,8,1=6,...,0.

(b)n+i=5ei<5 Logon=0,...,5i=5,...,0.

(c)n+i=4ei<40. Logon=0,...,4,i=4,...,0. [ ]

Observacdo 4.11 Pelos exemplos acima, como a dimensdo da imagem ndo pode exceder
a dimens3o do contra-dominio, o nicleo pode ter um minimo maior que zero.

Exemplo 4.17 Explique em cada caso porque n3o existe uma TL:
(a) T : R" — RY com posto(T) = dim Nuc(T);
(b) T : R® — R? com Nuc(T) = ((1,2,3,4,5), (2,3,4,5,6)).
Solugdo: (a) pelo TNI, posto(T') + dim Nuc(T) = 11. Como 11 é impar, isto é impossivel.
(b) como o nicleo tem dimens3o 2, pelo TNI a imagem teria dimens3o 3, maior que a do
contradominio. [ ]

Exemplo 4.18 Em cada item dé um exemplo de TL satisfazendo as condices dadas.

(a) T : R® — R3 cujo nicleo seja o plano x +y + 2 = 0 e a imagem seja a reta
(x(t),y(t), 2(t)) = (0,2,¢),

(b) T : R* — R3 cujo niicleo seja gerado por (0,1,1,1) e (1,0,0,0) e a imagem seja o
plano y 4+ z = 0.
Solucdo: (a) Resolvendo o sistema obtemos que o niicleo é gerado por {(—1,1,0),(—1,0,1)}.
E claro que acrescentando (1,0, 0) obteremos uma base do R3. A imagem deve ser (0,1, 1)).
Utilizando o Lema[4.4 da pl94, fixamos T(—1,1,0) = (0,0,0) = T((—1,0,1). Para garantir
a imagem fixamos T'(1,0,0) = (0,1, 1).

(b) Resolvendo o sistema y + z = 0, a imagem é igual ao ((1,0,0), (0, —1,1)). Comple-
tando o niicleo com uma base do R*, consideramos a base
(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,0), (0,0,0,1). DefinimosT(1,0,0,0) =T(0,1,1,1) = (0,0,0),
7(0,0,1,0) = (1,0,0) e 7(0,0,0,1) = (0, —1,1). A TL estd bem definida pelo Lema[4.4 da
pl94 [ ]
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Definicdo 4.13 (matriz transposta) A transposta de uma matriz A = (a;;) é a matriz
B = (b;;) = AT dada por b;; = aj;, para todoi,j. Se A ém x n, entdo AT én xm e

A Gy
Note que (AT)T = A.

A relacdo entre linhas e colunas com nicleo e imagem motiva a préxima definicdo.
Definiciao 4.14 (espaco-linha e espaco-coluna)

O espaco-coluna de A é o espaco gerado pelas colunas de A, isto é, é igual a Im(A).
O espaco-linha de A é o espaco gerado pelas linhas de A, isto é, é igual a Im(AT).

Observacdo 4.12 (Software Algébrico) Pode-se calcular o espaco-coluna com o co-
mando do Maxima columnspace. Ver Observacdo (3.8 da p[75

Lema 4.15 (dimens3o do espaco linha e coluna) A dimensdo do espaco-linha é igual a
dimensdo do espaco-coluna, isto é, dim Im(A”) = dim Im(A).

Prova: Considere A com m linhas e n colunas. A dimensdo do espaco-coluna é igual a
dim(Im(A)). A dimensdo do espaco-linha é o nimero k de linhas ndo-nulas apés escalonar
A. Como o sistema possui n variaveis e foi reduzido a k equacdes, concluimos que sdo n — k
variaveis livres, isto &, 0 Nuc(A) possui dimensdo n — k. Pelo Teorema da p[102 (TNI),
dim(Im(A)) = n — dim(Nuc(A)) =n — (n — k) = k. Ou seja, dimensdo do espago-coluna
= dim(Im(A)) = k = dimens&o espaco-linha. n

Observacdo 4.13 Como consequéncia deste lema, quando resolvemos um sistema ob-
temos o posto da matriz (a dimensdo de sua imagem) que é igual ao nimero de linhas
do-nulas da matriz escalonada.

4.2.3 Injetividade, Sobrejetividade e Nicleo

Definicao 4.16 (funcao injetiva, sobrejetiva e bijetiva) Seja f : A — B uma funcio.
Dizemos que f é:

e injetiva se f(u) = f(v) implica que w = v. Cada elemento do contra-dominio é
atingido no maximo uma vez;

e sobrejetiva se f(A) = B. Cada elemento do contra-dominio é atingido pelo menos
uma vez;

e bijetiva se é injetiva e sobrejetiva. Cada elemento do contra-dominio é atingido exa-
tamente uma vez.

Exemplo 4.19 Determine se é injetiva, sobrejetiva e bijetiva:
(a) f : R — R? definida por f(z) = (x, x);
(b) f : R? — R definida por f(z,y) = (x +y);
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Y

Figura 4.11: llustracdo do Exemplo [4.19]

(c) f: R® — R? definida por f(x,y,2) = (==, y).

Solucdo: (a) Geometricamente esta TL leva a reta R na reta y = = do R? conforme
representado na Figura . E injetiva pois f(x) = f(y) = (2,2) = (y,y) = z=uv.
Nao é sobrejetiva pois, por exemplo, (1,2) # f(x) = (x,z) para todo v € R. A imagem é
a reta y = x. Utilizando o Teorema da p[103 (TNI): O nicleo é trivial (verifique!) e
portanto a imagem tem dimensdo igual ao do dominio: 1.

(b) N&o é injetiva pois, por exemplo, f(1,0) = f(0,1). E sobrejetiva pois dado y € R
(elemento do contra-dominio), existe x € R? (por exemplo, x = (y,0)) tal que f(x) =
f(y,0) =y. Aimagem de f é R. Utilizando o Teorema[4.13 da p[102 (TNI): O nicleo tem
dimens3o 1 (verifique!) e portanto a imagem tem dimenséo 1.

(c) Nio é injetiva pois, por exemplo, f(0,0,0) = (0,0) = f(2,0,0) = f(3,0,0). E
sobrejetiva pois dado (a,b) € R* tome z = —a ey = b. Logo f(2, b, —a) = (a,b).
Utilizando o Teorema da p[102 (TNI): O niicleo tem dimensdo 1 (verifique!) e portanto
a imagem tem dimens3o 2. ]

Lema 4.17 (injetividade e sobrejetividade) Uma transformacéo linear T : U — V é:
(a) injetiva se, e somente se, seu niicleo for igual a 0;
(b) sobrejetiva se, e somente se, seu posto (dim Im(T)) for igual a dim(V').
Prova: (a) Como T ¢ linear, T'(u) = T(v) s¢, e somente se, T(U—v) = 0, 5 € Somente s,
u—v € Nuc(T). Logo T & injetiva se, e somente se, u = v se, e somente se, o Nuc(7) = 0.
(b) Se T for sobrejetiva, Im(7') = V' e portanto, o posto(7T) = dimIm(7") = dim(V).
Por outro lado, se o posto(7) = dimIm(7") = dim(V'), entdo Im(7") C V' é um subespaco
vetorial de V' com mesma dimensdo que V. Portanto, Im(7T") = V. n

Corolario 4.18 Uma transformac3o linear T : V' — V num espaco de dimens3o finita V' é
injetiva se, e somente se, é sobrejetiva.
Prova: De fato se T & injetiva, entdo Nuc(T) = {0} Logo, pelo Teorema da p102)
(TNI), dim Nuc(T') + dimIm(7) = 0 4+ dimIm(7") = dim V. Logo dimIm(7") = dim V" e,
portanto, Im(7) =V, isto &, T é sobrejetiva.
Se T é sobrejetiva, entdo Im(7") = V. Como dim Im(7) = dim V/, pelo TNI dim Nuc(7') =
dimV — dimIm(7") = 0. Portanto o Nuc(7') = 0 e T é injetiva. |

Exemplo 4.20 Explique em cada caso porque ndo existe uma TL:

(a) T : R” — R? injetiva; (b) T : R? — R? sobrejetiva.
Solucdo: (a) Como contradominio tem dimensdo 3, a imagem tem no maximo dimensdo 3
e pelo Teorema da p[102 (TNI) o nicleo tem dimensdo no minimo 4. Para ser injetiva
deveria ser igual a 0.

(b) Pelo Teorema da p[102 (TNI) a imagem tem no maximo dimensdo 2, igual a
dimensdo do dominio, menor que a dimensio do contradominio que é 3. [ ]
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4.2.4 Aplicacoes em Espacos de Funcoes e Polindmios

Exemplo 4.21 Considere o espaco P, de polinémios de grau maximo 2. Seja C*(R;R) o
espaco das funcées continuamente diferenciaveis e C(R; R) o conjunto das funcdes continuas.

Determine se é linear, injetiva e sobrejetiva cada uma das funcdes abaixo. Caso seja linear
determine o niicleo e a imagem.

(a) D : Py — Py definida por D(p) = p' (derivada);

(b) D : C*(R;R) — C(R;R) definida por D(f) = f' (derivada);

(c) T : P — P, definida por T(p)(x) = (p(x))®. Por exemplo se p(x) = z* + 1,
T(p)(z) = (x* +1)*> = 2* +22* + 1.

(d) P : F(R;R) — R? definida por P(f) = (f(1), f(2)).

Soluc3o: (a) Para determinar o niicleo seja p(x) = az*+bx+c, D(p)(x) = 2ax+b =0 para
todo x implica que a = b = 0. Logo Nuc(D) sdo os polinémios p(x) = ¢ (constantes). Esta
mesma expressdo mostra que a imagem s3o os polinémios de grau 1 (P1). Sem fazer contas,
o conjunto dos polinémios cuja derivada é a funcdo identicamente nula sdo os polinémios
constantes. A imagem da derivada de polinémios de grau até 2 sdo polinémios de grau até 1.

(b) Como D(kf +g) = (kf +g) = kf' +g = kD(f) + D(g), concluimos que é
linear.

Como D(f) = f' = 0 implica que f = C (constante) (pelo Teorema do Valor Médio),
ker D é igual ao conjunto das funcdes constantes. Como niicleo é diferente de zero, D nio é
injetiva.

Dada g € C(R;R), defina h(z) = [ g(s)ds. Pelo Teorema fundamental do calculo
h e C'eD(h)=h =g. Logo D é sobrejetiva.

(c) Embora T(0) = 0, tomando p(z) = x temos T (kp)(x) = k*x* # kT (p)(z) = ka?.
Logo n3o é linear.

Por outro lado se tomarmos polinémios constantes iguais a 1 e (—1) observamos que
T(1)=1=1T(—1). Logo ndo é injetiva.

Para qual p, T(p)(x) = x? Para isto teriamos (p(z))? = x, o que implicaria que p(x) =
+/x. Mas isto ndo é um polinémio, logo T n&o é sobrejetiva, pois o polinémio q(z) =
ndo é atingido nunca por T.

(d) Como P(kf +g) = ((kf + g)(1), (kf + 9)(2)) = (kf(1) + g(1),kf(2) + 9(2)) =
k(f(1), f(2)) + (9(1),9(2)) = EP(f) + P(g), concluimos que é linear.

O nicleo é formado pelas funcées f tais que P(f) = (f(1), f(2)) = (0,0), ou seja,
que se anula em 1 e 2. Alguns exemplos de elementos do nicleo: f(x) = (z — 1)(z — 2),
g(z) = (x — 1)*(z — 2)®sen(x), . .. Ndo é injetiva pois se f(z) = (z —1)(z —2) e g(x) = 0,
entdo P(f) = P(g) = (0,0) mas f # g.

E sobrejetiva pois dado (a,b) € R?, sejay = f(x) a equacdo da reta que passa por (1,a)
e (2,b). Logo P(f) = (a,b). |

@servagéo 4.14 (analise numérica) No exemplo anterior (d) definimos uma proje,c%
que associa a cada funcdo continua seus valores em dois pontos. O leitor pode generalizi-lo
e definir P : F(R;R) — R" por P(f) = (f(1),..., f(n)) e provar que P é uma TL.

Em anélise numérica, fixado um intervalo [a,b], definimos uma projecio que toma os
valores da funcdo em n+ 1 pontos equiespacados neste intervalo. Dado n qualquer, defina
Az = (b—a)/n exy =a,x1 = a+ Ax,x9 = a+ 2Ax,...,x, = a +nlAx = b (sdo

+ 1 pontos). Agora defina P : F(R;R) — R"™ por P(f) = (f(z0), f(z1), ..., f(zn))

n :
\AQvamente P é linear. /
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a
Exemplo 4.22 Representando o polinémio p(x) = az* + bz + ¢ pelo vetorp = | b
C

determine as matrizes D, S : R? — R? e I : R?® — R que associa a cada p a:
2

(a) derivada Dp = p';  (b) derivada segunda Sp = p”;  (c) integral Ip = / p(x) de.

0 0 00
Solucdo: (a) Comop/(x) =2ax+b,p'= | 2a |. LogoD=1]2 0 0
1 010
0 0 00
(b) Comop"(x) =2a,p" =0 |. LogoS=|0 0 0 |. Note que S = D? (faca as
2 2 00
contas!) pois a matriz da derivada segunda é igual a aplicar a matriz da derivada 2 vezes.
(c)Ip=3a+2b+2c Logol=1[3% 2 2]. u

4.3 Composicao de Funcoes e Produto de Matrizes

4.3.1 Composicao de Funcoes e TLs

Nesta secdo recordamos a operacdo de composicdo de funcdes e aplicamos ao caso em que
as funcdes sdo TLs. A composicdo (de funcdes e de TLs) ndo é comutativa de forma geral.

Definicdo 4.19 (composicdo de funcdes) Dadas f : X — Y eqg:Y — Z, define-se

Lema 4.20 (propriedades da composicdo de funcdes) Considere f : X — Y, g :
Y —>Zeh:Z—->W.

e Associatividade: (fog)oh= fo(goh)= fogoh.

e N3o comutatividade: em geral, g o [ estd bem definido, mas f o g ndo ests. Mesmo
quando Z = X, caso em que ambas estdo definidas, go f e f o g podem diferir.

Prova: A associatividade da composicdo deixamos para o leitor. A ndo comutatividade
segue do préximo exemplo. |

Exemplo 4.23 Considere f(z) = 22, g(x) = x + 1 e h(x) = x + 2. Determine todas as
composicles possiveis e quais comutam.

Solucdo: Como f(g(z)) = (z+1)*=2*+2zx+1# g(f(x)) = ZL‘ +1, fog#gof (ndo
comuta). Como f(h(z)) = (z +2)*=2*+4x+1#h(f(z)) =2*>+2, foh#ho f (ndo
comuta). Como g(h(z)) = (x+2)+1=a2+3=h(g(z)) =(r+1)+2, foh=hof
(comuta). u
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Da definicdo de composicdo de funcdes em geral, definimos a composicdo de TLs. O
proximo lema mostra que a composicdo de TLs gera uma TL e é a base da definicdo do
produto de matrizes.

Lema 4.21 (propriedades da composicdo de TLs) Sejam S,T,U transformacdes line-
ares definidas em espacos vetoriais apropriados para que as composicées abaixo facam sentido.

e T oS é uma transformacéo linear (composicdo de TlLs é uma TL);
e De forma geral SoT # T o S (ndo é comutativo);
e (SoT)oU = So(ToU) (associatividade).

Prova: De fato, (T'o S)(ku+v) = T(S(ku+v)) = T(kS(u) + S(v)) = kT(S(u)) +
T(S(v)) = k(T o S)(u) + (T o S)(v). A ndo comutatividade segue do préximo exemplo. A
associatividade segue da associatividade da composicdo de funcdes. |

Notacdo 4.22 Utilizamos a notacdo multiplicativa para composicdo de Tls: T o S é escrito
como T'S.

Exemplo 4.24 Considere TLs definidas em R?:
e P projecao ortogonal no eixo x: P(a,b) = (a,0);
e R reflexdo em torno da reta y = x: R(a,b) = (b,a);
e S reflexdo em torno do eixo y: S(a,b) = (—a,b).

Determine todas as composicdes possiveis e quais comutam.
Solucdo: Como PR(z,y) = P(y,x) = (y,0) e RP(z,y) = R(z,0) = (0,z), PR # RP
(ndo comutam). Como PS(x,y) = P(—x,y) = (—x,0) e SP(z, y) = S(z,0) = (—=,0),
PS = SP (comutam).

Como RS(z,y) = R(—xz,y) = (y,—x) e SR(z,y) = S(y,z) = (—y,z), RS # SR (ndo
comutam). n

Exemplo 4.25 Seja R rotacdo de 60 graus em torno da origem em R2. Determine:

(a) R®; (b) todos n € N tais que R" = I (identidade).
Soluc3o: (a) rodar 6 vezes 60 graus equivale a rodar 360 graus. Logo R®(z,y) = (z,y). (b)
Basta que 60n seja maltiplo de 360. Logon = 6,12,18,...: n = 6k com k € N.

4.3.2 Produto Matriz-Matriz

A operacdo de produto entre duas matrizes & provavelmente conhecida dos alunos. Vamos
introduzi-la de forma bastante distinta para depois re-interpreta-la de diversos modos, tal qual
fizemos com o produto matriz-vetor na Defini¢cdo [2.19 da p[53|e no Lema [2.22/da p[p4|

Dadas matrizes A e B podemos considerar as transformacdes lineares correspondentes
T4 e Ty da Definicdo da p03] Pelo Lema da p[108| (se A e B tiverem dimensdes
apropriadas) a composicdo S = T4 0T € uma TL. Pelo Lema da pJ94| existe uma dnica
matriz C' tal que T = S. Definimos o produto AB como C. Seguem os detalhes na definicdo
abaixo.
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Definicdo 4.23 (produto de matrizes) Sejam A € M,,x, € B € M,y,. Considere
Ta,Tp as TLs correspondentes. Por definicdo Tg : R — RP e Ty : RP — R™. Como
a composicdo de Tls é uma TL, S = Ty oTp : R* — R™ é TL. Logo existe uma dnica
C € M,,x, tal que S = T¢. Definimos o produto AB = C € M,,x,. Teremos entdo que
S:TC:TAB :TAOTB.

De forma mais curta, abusando a linguagem, C = Ao B (composicdo das TLs correspon-
dentes a A e B).

@)servagéo 4.15 \

e As restricBes nas dimensSes das matrizes A e B para que faca sentido AB decorrem,
de forma natural, da definicdo por composicdo de Tls: o contradominio de A deve
ser igual ao dominio de B;

e A ndo-comutatividade do produto de matrizes decorre da ndo-comutatividade da
composicdo de funcées lineares;
A definico acima é elegante mas ndo mostra como calcular (Veja Observacgio da
p{172) o produto matriz-matriz. Este é o conteddo do préximo lema, que reduz o produto
matriz-matriz a produtos matriz-vetor.

) )
Lema 4.24 (produto matriz-matriz) Sejam A € M,,x, e B = | vi -+ Vv, | €
{ {
M sn, com v; € RP. Entdo,
) ) ) )
AB=A| vy - v, | = | Avy ... Av,
{ { { {

Prova: Vamos determina quem s3o as colunas de AB. Para isto, basta aplicar AB em
um vetor da base canénica e;. Note que T(e;) = Be; = v, (j-ésima coluna de B). Pela
Definicdo 4.23) Tup(e;) = Ta(Ts(e;)) = Ta(v;) = Av;. Logo a j-ésima coluna de AB é

AV]'. |

Vimos (Definicdo da pp3 e Lema da pJ54) duas interpretacdes do produto
matriz-vetor:

(a) combinacdo linear das colunas da matriz, ou

(b) produtos escalares com linhas da matriz.

Vamos ver trés interpretacdes para o produto matriz-matriz.

Lema 4.25 (interpretacdes do produto matriz-matriz) Sejam A e B matrizes (de di-
mensbes apropriadas para que esteja definido AB). Entdo (veja Figuras|4.1244.14):

(a) colunas de AB sdo combinacées lineares das colunas de A;

(b) linhas de AB sio combinacées lineares das linhas de B;

(c) entradas de AB s3o produtos escalares de linhas de A por colunas de B.

Prova: (a) segue do Lema que colunas de AB sdo produto matriz-vetor de A com
colunas de B. Como produto matriz-vetor é CL de colunas de A, segue o resultado. (b) segue

de (a) se aplicarmos a transposicdo de matrizes dos dois lados; (c) segue do Lema da
p/h3| e da interpretacdo do produto matriz-vetor do Lema da pJp4] [ ]
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Figura 4.12: Produto Matriz-Matriz: colunas de AB sdo CLs das colunas de A.
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Figura 4.13: Produto Matriz-Matriz: linhas de AB sdo CLs das linhas de B.

P

p

m

m

Figura 4.14: Produto Matriz-Matriz: entradas de AB s3o produtos escalares de linhas de A

por colunas de B.

Lema 4.26 (propriedades do produto matriz-matriz) Sejam A, B,C' matrizes. Sem-
pre que o produto faca sentido, valerd as seguintes propriedades:

e De forma geral AB # BA (ndo-comutativo);

o (AB)C = A(BC) = ABC (associatividade);

e AB = 0 nao implica que A=0ou B = 0.

Prova:

A n3o-comutatividade segue do préximo exemplo. Veja também o Exemplo

da p[108] A associatividade do produto de matrizes segue da associatividade da composico
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de TLs (Lema da pJ108). Ao contrario do que ocorre com nimeros reais, onde ab = 0
implica que @ = 0 ou b = 0, isto ndo vale para matrizes. Veja o préximo exemplo. |

Exemplo 4.26 Considere A = [ (1) 8 } e B = [ 8 (1) } Mostre que AB # BA e que

BA = 0 embora ambas matrizes sejam ndo nulas.

. [1o0]fo1] Jo1 Jo1][1 0] Joo
50’“'C30'AB_[0 OHO 01_[0 01’314_{0 OHO 0]_[0 0}"
4.4 Funcao e Matriz Inversa

4.4.1 Funcao Inversa e TLs

Recordamos a definicdo de funcdo inversa e obtemos propriedades de inversas de TLs. Pode-
mos inverter somente funcdes (e TLs) que sdo bijetivas.

Definicao 4.27 (Funcao Inversa) Seja f : X — Y uma funcgo bijetiva. Dadoy € Y:
(a) sobrejetividade garante que existe © € X tal que f(x) =y,
(b) injetividade garante a unicidade de tal x.
Fica bem definida a inversa de f, denotada por = : Y — X, definida como f~'(y) = z.

X Y

Figura 4.15: Funcdo f: X — Y e Funcdo Inversa f~1:Y — X.

Como funcdes bijetivas possuem inversas, usaremos, indistintamente, os termos bijetiva
e invertivel.

Exemplo 4.27 Determine a inversa (em dominios apropriados) de:

(a) fx) =% (b) fx) = 10%  (c) f(x) = cos(z).
Solugdo: (a) f~'(y) = ¢y, paray > 0, pois (y)* =y e Va3 = v. Um [erro comum] é
dizer que a inversa é g(y) = 1/

(b) [ (y) = log,o(y) pois log,(107) = z e 10810 = y.

(c) f*(y) = arccos(y) pois cos(arccos(y)) = y e arccos(cos(z)) = x. Um[erro comum]
é dizer que a inversa é g(x) = 1/ cos(x). |

Lema 4.28 (propriedades da funcdo inversa) Seja f : X — Y uma funcdo bijetiva.
(a) f(f*(y)) =y paratodoy €Y, (b) f~*(f(x)) = x para todo x € X.

Prova: Imediata pela definicdo da inversa. |

Lema 4.29 (inversa da composta) Se f : Y — Z eg : X — Y sdo invertiveis, entdo
fogtambémoée (fog) =g tof L
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f g
> >
> >
X Y Z
Figura 4.16: Inversa da Funcdo Composta.
Prova: Basta observar a Figura [4.16] u

Vamos agora particularizar para o caso em que a funcdo é uma TL. Para isto precisamos
que ela seja uma bijec3o.

Lema 4.30 (propriedades da inversa de TL) Sejam S, T : U — V transformacées line-
ares bijetivas (invertiveis), ent3o:
(a) T7' é linear; (b) (ST)'=T-15"1
Prova: (a)Sejam v, voeVea,Fe€Reu; =T (v)),uy =T (vs).
Entdo, pela linearidade de T', T'(au; + fuy) = aT'(uy) + BT (uz) = avy + fvo.
Logo T~ (avy + Bvy) = T 1T (au; + fuy)) = auy + fug = aT(vy) + BT (va).
(b) Segue pelo Lema [4.29 ]

Teorema 4.31 (inversa e o nicleo) Suponha V' de dimensdo finita. Se T' : V. — V,

entdo T é invertivel se, e somente se, Nuc(T') = {0}.

Prova: Se T é invertivel, ent3o é injetiva e pelo Lema [f.17]da p[105] o ntcleo é nulo.
Suponha que Nuc(7T') = {0}. Pelo Lema[4.17|da p[105] T" & injetiva. Pelo Teorema[4.12|da

p[I02(TNI), dim(V) = dim(Nue(7')) +dim(Im(7')) = dim(Im(T")) (pois dim Nuc(T') = 0).

Logo T' é sobrejetiva. Como T é injetiva e sobrejetiva segue que T' € uma bijecdo e portanto

é invertivel. |

Exemplo 4.28 Determine, se for possivel, a inversa das transformacbes geométricas em R?:

(a) rotacdo de 25 graus;  (b) reflexdo em torno da reta 2x — 3y = 0;

(c) projecdo ortogonal na reta 5x — 2y = 0.
Solucado: (a) inversa é rotacdo de 360 — 25 = 335 graus pois rodar 25 graus e depois rodar
335 graus equivale a rodar 360 graus, isto é, ficar parado.

(b) inversa é refletir novamente em torno da mesma reta (2x — 3y = 0) pois duas reflexdes
seguidas cancelam uma a outra;

(c) ndo possui inversa pois os vetores perpendiculares a reta 5y — 2y = 0 fardo parte do
nicleo; como ele é ndo-trivial, esta TL ndo possui inversa pelo Teorema[4.31] n

4.4.2 Matriz Inversa

Definicdo 4.32 (matriz identidade) Definimos como matriz identidade I a matriz que
corresponde a TL identidade I : R" — R™ definida por I(v) = v para todov € R". I é uma
matriz diagonal com n 1's na diagonal (vetores da base can6nica em cada coluna):

T T 1

I=|e ... e, | =

! ! )
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Definicao 4.33 (matriz inversa e singular) Diz-se que uma matriz quadrada A € M,

é invertivel se existe B € My, tal que AB = BA = [. Neste caso dizemos que B é a

matriz inversa de A e denota-se B por A~ (a unicidade é provada no préximo lema).
Caso A € M, «,, ndo seja invertivel dizemos que A é singular.

Lema 4.34 (propriedades da inversa) Sejam A, B € M,,y.,,. Ent3o:
(a) Inversa de A é dnica;
(b) AB = I se, e somente se, BA = I, se e somente se B= A",
(c) Se A e B sdo invertiveis, entio AB é invertivel e (AB)™' = B~'A~1,
Prova: (a) Suponha que C' e B sdo inversas de A. Entdo AC = [ e BA = 1. Logo,
(BA)C = IC = C e pela associatividade do produto de matrizes (Proposicdo[4.26) B(AC) =
Bl =B=C.

(b) Se AB = I, entdo A é sobrejetiva pois A(Bv) = Iv = v para todo v. Pelo
Corolario da p[105] A & uma bijecdio e portanto existe inversa A~!. Pela unicidade da
inversa, A~! = B. Deixamos o resto para o leitor.

(c) Aplique o Lema para provar que AB & invertivel e a férmula dada. n

Exemplo 4.29 Podemos calcular A1 [ 2 resolvendo o sistema (porque?) A [ ;j } -

s [2]-[2]

Lema 4.35 (niicleo e inversa de matriz) A matriz quadrada A é invertivel se, e somente
se, Nuc(A) = 0.

Prova: Aplique o Teorema da pJi112]a TL associada T}. n

Antes de apresentar o algoritmo do calculo de matriz inversa, vamos mostrar como resol-
ver simultiAneamente sistemas lineares com mesma matriz de coeficientes mas com lado
direito distinto.

Exemplo 4.30 (resolvendo sistemas lineares simultaneamente) Resolva os sistemas

r+2y=4 x4+ 2y=—-1
20 +5y =9 20 + 5y = =3
Solucdo: De forma independente calculamos

1 214 1 2|4 1 02
2 519 0 1|1 0 11|’
determinando a solucdo do primeiro sistema (v = 2,y = 1), e depois calculamos
1 2]-1 1 2]-1 1 0 1
2 5|3 0 1|-1 0 1]-1 |’
determinando a solucdo do segundo sistema (x =1,y = —1).

Podemos resolver simultaneamente os dois sistemas aumentando a matriz com varios
lados direitos de uma vez. Desta forma calculamos

1 214 -1 1 214 -1 1 012 1
2 5|9 =3 0 1|1 -1 0 1]1 -1

para obter a solucdo dos dois sistemas com um escalonamento. [ ]

de forma independente e simultaneamente.
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Teorema 4.36 (algoritmo para calcular matriz inversa) Seja A uma matriz quadrada.
(a) Monte matriz estendida [A|I];
(b) Escalone totalmente até obter a matriz identidade no lado esquerdo.
Caso isto seja possivel, a inversa aparecera do lado direito: [I|A™].

) )
Prova: Pelo Lema [4.34| basta determinar B = | vi --- v, | tal que AB = I. Como
] 4 4
T T
I=1e ... e, |, queremos que
I
[ 1 T T T T T
AB=A| vy - vp | = Avy ... Av, | =1=]e ... e,
L I I Lol

Para isto temos que resolver n sistemas do tipo Av; = e; parai =1,...,n. No Exemplo
vimos como resolver simultaneamente sistemas cujo lado esquerdo é o mesmo. Monte a matriz

T 1
ampliada A |ej---e, | = [A|I] e escalone-a totalmente, obtendo a matriz identidade
Lol

a esquerda e a solucdo dos sistema no lado direito. Desta forma, apés o escalonamento total,
obtemos

T 7 T 1
A ley-e, | =[AIl~| I |vi---v, | =[I|B]=[I|A7".
AN Lol =
1 -2

Exemplo 4.31 Determine a matriz inversa de A = 11

1 1]0 1 0 1|-1/3 1/3
Alz[ 1/3 2/3} .

Solucao: Escalonando totalmente { b=2110 1 obtemos { L0} 1/3 2/3 1 Logo,

~1/3 1/3

Observacao 4.16 (Software Algébrico) Pode-se calcular a matriz inversa com o co-
mando do Maxima invert. Entramos a matriz com M: matrix( [1,-2], [1,1]1); e
invertemos com invert (M) ;.

4.5 Algebra das Matrizes e TLs

4.5.1 Algebra de Matrizes

Nesta secdo vamos introduzir operacdes de soma e produto por escalar de matrizes e TLs.
Munido destas operacdes o conjunto das matrizes e o das TLs formam um espaco vetorial.
Vamos comecar definindo as operacdes de soma e produto por escalar de matrizes. Fa-

remos isto utilizando as defini¢des correspondentes (ver Defini¢do [1.2] da p[2] e Defini¢do
da p[2) em R".
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Definicao 4.37 (soma de matrizes e multiplicacdo por escalar) Sejam k um escalar

e matrizes A, B m X n cujas colunas sdo compostas por vetores a,...,a, e by,...,b,, isto
é,
T T T T
A=|a - a, | eB=|b; --- b,
\J J } \J
T T T T
Define-se A+ B= | (a;+b;y) -+ (a,+b,) | ekA=| (ka;) --- (ka,)
\J 2 l \J

Observacdo 4.17 O sinal “+" (mais) dentro da matriz e entre as matrizes tem significado
distinto: trata-se de soma de vetores, num caso, e de soma de matrizes, no outro. A mesma
observacdo vale para o produto kA.

A definicdo usual destas operacbes é componente a componente, (A + B);; = a;; +
i; € (kA);; = ka;;. mas nossa apresentacdo é mais elegante.

Lema 4.38 (espaco vetorial das matrizes) O conjunto das matrizes M,,x,, (Defini-
¢d0 (2.3 da pl30) munido com as operagées da Definicdo é um espaco vetorial.

Prova: Uma matriz A € M,,«, pode ser vista como um vetor em R™" com entradas
(a;;). Vista deste modo, com operagdes definidas componente a componente, M, ., € igual
a R™. Como ja sabemos que R™" & um espaco vetorial, M, € um espaco vetorial. =

Lema 4.39 (propriedades das operacdes com matrizes) Dadas matrizes A, B, C' e es-
calar k, sempre que o produto faca sentido, valerdo as seguintes propriedades:

(a) (kA)B = A(kB) = k(AB) (associativa),

(b) A(B + C) = AB + AC (distributiva),

(c) (A+ B)C = AC + BC (distributiva),

(d) (AB)T = BT AT,

(e) Se A é matriz quadrada e I matriz identidade de mesmo tamanho, AI = [A = A.
Dizemos que a matriz identidade é o elemento neutro para o produto de matrizes.

Prova: Por ser enfadonha sera omitida. Pode ser feito por aplicacdes apropriadas do
Lema da pJp4e Lema da pJ109| ou calculando todas entradas das matrizes. n

Finalizamos esta Secdo com definicdes Gteis para a Secdo Autovalores e Autovetores
(matriz simétrica) e para Secdo Produto Interno (matriz ortogonal).

Definicdo 4.40 (matriz simétrica) Dizemos que A é simétrica se A = AT.

A matriz tem que ser, necessariamente, quadrada para ser simétrica.

1 2 3 4
oo b 256 7
Exemplo 4.32 S3o simétricas: a ky ¢ |,
boe k 36 8 9
3 47 9 10

Definicdo 4.41 (matriz ortogonal) Dizemos que ) é ortogonal se QT(Q = I (identi-
dade).
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Exemplo 4.33 S3o ortogonais: 0o 1], 0O 1 0

1/v2 0 —1/2 0 V3/2

—cosf senf

1/vV2 0 V3/2 0 1/2 { sen 0 cose}.

4.5.2 «Algebra das TLs!

Definicao 4.42 (conjunto das TLs) Dados U e V espacos vetoriais denotamos por
L(U; V') o conjunto das transformacdes lineares T : U — V.

Definicdo 4.43 (operacdes entre TLs) Dados T, S € L(U;V') e k escalar, definimos a
soma de TLs e a sua multiplicacdo por escalar por:

T+S: U — V ET: U — V
u — T(u)+ S(u)

Observacao 4.18 O sinal “+" (mais) em “T + S” e “T'(u) + S(u)” (bem como do

produto) possui significado distinto em cada express3o: soma de TLs, num caso, e soma

de vetores no outro. Compare estas definicées com as da Definicdo da pl77 e veja
ue sdo iguais.

Lema 4.44 (espaco vetorial das TLs) O conjunto L(U; V') munido das operacées da De-
finicdo é um espaco vetorial.

Prova: E claro que £(U;V) C F(U;V) (toda transformaggo linear & uma fungdo). Deixo
para leitor mostrar que F(U; V') & um espaco vetorial (dica: Ver da Definicdo [4.43) Portanto,
pelo Lema da pf67] basta verificar que L£(U; V) é fechado com relacdo as operaces de
soma e produto por escalar.

De fato, sejam 7', S € L(U;V). Entdo (T'+ S)(u+ Av) =T(u+ Av) + S(u+ Av) =
(linearidade de T' e S) T'(u) + AT'(v) + S(u) + AS(v) = T'(u) + S(u) + A(T'(v) + S(v))
= (T+ S)(u) + \(T'+ S)(v). Logo T+ S éuma TL, isto &, T+ S € L(U;V) (fechado
pela soma).

De forma analoga, (kT)(u+Av) = kT (u+Av) = (linearidade de T') = kT'(u)+k\T'(v) =
(kT)(u) + AM(kT)(v). Logo kT € uma TL, isto &, kT € L(U; V) (fechado pelo produto).

Como L(U;V) é fechado com relagdo as operacdes de soma e produto por escalar é um
espaco vetorial. |

Observacdo 4.19 No Desafio da pl135 pede-se para determinar uma base para
L(U;V) e uma prova que dim(L(U;V)) = dim(U)dim(V') caso U,V sejam espagos
vetoriais de dimensdo finita.

Lema 4.45 (propriedades da composicdo de TLs) Dadas TLs S, T, U e escalar k, sem-
pre que a composicdo faca sentido, valerdo as seguintes propriedades:

(a) (kS)oT = So(kT)=k(SoT) (associativa)

(b) So (T +U)=SoT+SoU (distributiva);

(c)(S+T)oU=S0oU+ToU (distributiva);

Prova: Deixamos para o leitor. [

LA leitura desta subsecdo é opcional.
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4.6 Matriz em Blocos

Ja vimos como operar uma matriz por colunas ou linhas (veja a Definicdo 2.19 da pJ53| e
o Lema [4.24 “ 4| da p- Podemos generalizar para blocos de tamanho qualquer. E muito
importante em linguagens de programacdo moderna (Fortran 2000 e Python por exemplo) e
em programas de computacdo cientifica (Scilab e Matlab por exemplo) interpretar o produto
e soma de matrizes por blocos.

Exemplo 4.34 (matriz em blocos) Considere a matriz A = e defina

N N = DN
N NN DN DN
N Wi W N
DN = DN = DN
N O N Ot DN

Ay | A
Agy | Aga
A Ay + A Aoy ‘ Ay A + A A }

Ag1 Ary + Agp Ay ‘ Ag1 Arg + AxAgy |7

Solucio: Verifique que as dimensées permitem calcular todas as operacées. Depois faca a
conta. Deixamos detalhes para o leitor. |

por A;; cada um destes blocos: A = [ ] . Mostre que:

A? = AA =

O préximo lema mostra que operamos com os blocos como se fossem nimeros, com o
nico cuidado de manter a ordem nos produtos pois o produto de matrizes ndo é comutativo.
Apresentamos a divisdo em 4 blocos mas podemos dividir num nimero arbitrario de blocos.
Veja como inverter uma matriz de bloco qualquer na Wikipedia: Matriz inversa.

Lema 4.46 (soma e produto de matrizes por blocos) Sejam A e B matrizes divididas

em blocos com A = [An A } e B = [BH Biy ]

Agl A22 BQl B22
. . k?AH ]{?Alg
Sejak e R, kA = T iy ]

Caso o tamanho dos blocos sejam compativeis para que as somas que aparecem na férmula
A+ By ‘ Aig + Bip }
Aoy + By ‘ Az + By
Caso o tamanho dos blocos sejam compativeis para que os produtos que aparecem na
A1 Bi1 + A1a2Ba ‘ A1 Bia + A12B9s ]
A1 Byi + A2 By ‘ AgBig + AgaBas |

Prova: Consulte a literatura. ]

sejam possiveis, A+ B = [

férmula sejam possiveis, AB = [

Exemplo 4.35 Suponha A € My tal que A = com B,C € Moy invertiveis.

B 0
0 C
O 0 significa uma matriz com todas as entradas nulas de tamanho apropriado. Determine:
(a) A%, (b) A~%.
B?2 0 B!

Solucdo: (a) A*> = AA = [ 0 2 ] (b) A7t = [ 0 0011 pois AA™L =
BB 0 ]_[I0]_, .
0 cct| o 1|~

Exemplo 4.36 Suponha A, B,C quadradas, [ matriz identidade com a dimensdo correta

em cada caso. DeﬁnaJ:lA B}K:{A O}L:[I 0

0 C 0 I 0 B 1 Determine:
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(a) ;. (b)2J; () K+L; (d)KL: (e) LK.

~ A* AB+ BD 2A 2B
. 2 __ —
Solucio: (a) J* = [ 0 o2 ] (b) 2J = [ 0 20 }
| A+T O A 0|
(c)K+L—{ A B+I].(d)e(e)KL_[O B}_LK. n

4.7 *Matriz Representando Vetor: Coordenadas!

Definicdo 4.47 (coordenadas) Seja V' um espaco vetorial (de dimenséo finita) com base
B ={by,by,...,b,}. As coordenadas do vetor v € V na base 3 (conjunto ordenado) sdo
os coeficientes «;'s (tnicos pela Definicio da p[73) usados para combinar linearmente os

vetores b, ’s de forma a gerar v, isto é, v = E a;b;. Denotamos pela matriz de uma coluna:
=1

[V]ﬂ = . € Mnxl'

Afuncdo [-]z: V — M,y associa a cada vetor suas coordenadas na base (.
v = [V

Exemplo 4.37 Dados a base canénica ¢ = {e;,es,...,e,} doR" ev = (1,2,3,...,n)

determine [v]_.
1
2

Solucdo: Como v = ley + 2e; + - - - + ne, concluimos que [v]. = | . |. m
n

Exemplo 4.38 Considere o vetor v = (2,4) € R? e as bases ¢ = {(1,0),(0,1)} e 8 =
{(1,1),(0,1)}. Determine [v]. e [v]g.

Solucdo: Como (2,4) = 2(1,0) +4(0,1), entdo [v]. = { i } Queremos (2,4) = a(1,1) +

b(0,1), ou seja, 2 = a,4 =a+b. Logob=2¢e(2,4) =2(1,1) +2(0,1) e [v]g = ; }

Mostramos na Figura porque o mesmo vetor pode possuir coordenadas distintas em
bases distintas. [ ]

Exemplo 4.39 Considere a base f = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e o vetores v = (1,2,2)
ew = (1,1,0). Determine [v]_, [v];, [W] e [w],.

1 1
Solucdo: E claro que (reveja exemplos anteriores) [v],= | 2 | e[w].= | 1
2 0

LA leitura desta secdo é opcional.
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Figura 4.17: Vetor v = (2,4) em bases distintas

Queremos (1,2,2) = a(1,1,1)4+b(0,1,1)+¢(0,0,1). Logo1l =a,2 =a+b,2 = a+b+c.

Logob=1ec=0. Logo(1,2,2) =1(1,1,1) + 1(0,1,1) + 0(0,0,1) e [v]; = 1
Queremos (1,1,0) = a(1,1,1) + b(0,1,1) + ¢(0,0,1). Logo 1 = a,1 = a0+ b,0 =
a+b+c Logob=0ec=—1. Como (1,1,0) = 1(1,1,1) + 0(0,1,1) — 1(0,0,1), entdo
(W], = (1) . Como [w|_ = [v]; = 1 , vetores distintos podem possuir as mesmas
coordenada_slem bases distintas. ! |

Exemplo 4.40 Considere a base 3 do Exemplo da p[73 e v = (v1,v9,...,v,) € R™
Determine [v] ;.
Solucdo: Da solucdo do Exemplo[3.21da p[73, v = vibi+ (vy —v1)ba++ - -+ (v, — Uy_1) b
Portanto:

U1
V2 — U1

[v]g = [(Ul,vg, . ’U”)]g —

Up — Up—1 m

Estes dois exemplos mostram como determinar as coordenadas de um vetor numa base
qualquer dadas suas coordenadas na base canénica e vice-versa. Um caso é direto, o outro
envolve resolver um sistema linear. Para passar de uma base o para base (3, basta passar
pela base e: [v], — [v], = [v],.

Exemplo 4.41 Considere a base 3 = {(1,1,1), (1,0,1), (2,0,—1)} de R3. Determine:
2
(a) v sabendo que [v]s = 31, (b)[(4,3,7)]s.
-1
Solucao:
(a) Efetuando, v = 2(1,1,1) + 3(1,0,1) — (2,0, —1) = (3,2,6)
(b) Precisamos determinar ay, as, a3 € R tais que ay(1,1,1) 4+ a2(1,0,1) +a3(2,0,—1) =
lay + las + 2a3 = 4
(4,3,7). Expandindo, obtemos o sistema linear: ¢ la; + 0Oay + Oaz = 3.
1@1 + 1&2 + (—1)0/3 =7
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11 214 1 00 3

Escalonando | 1 0 03 | ~ |0 1 0| 3 |. Portanto a solucdo é tnica com
11 —1|7 00 1]-1
.

(a1, as,a3) = (3,3,—1). Portanto, [(4,3,7)]s = 3. n
—1

Observacao 4.20 (coordenadas com base ortogonal) Vamos ver que se a base é
ortogonal (Definicdo[5.9 da p[140) podemos obter facilmente as coordenadas do vetor com
relacdo a esta base, os chamados coeficientes de Fourier, pelo Corolario da pl160

Exemplo 4.42 Considere V' = P, (polinémios de grau até 2), a base ¢ = {1, =, 2%}, a
base 3 = {1 +x, 1 —x, z%}, e os vetores (polinémios que sdo elementos de P,) u = 8,
v =6+ 522 e w = 8¢ — 2. Determine:

(a) e, () Ve, (&) [wle, (d) [uls, (&) Vs, (F)

Solucdo: (a) Como u = 8 + 0z + 022, S (b) Como v = 6 + Oz + 522,
. 0
vl.=1 0|, (c¢) Comow = —2+ 8z + 022, [w]_= 8
(d) Qt?eremos 8 =a(l+z)+b(1—1x)+cx? Expandind<?8 =a+b+(a—b)xr+cx?. Logo
a+b=8a—-b=0,c=0. Logoa=b=4. Como8=4(1+z)+4(1 —x), [u)g = ill
0

(e) Queremos 6+512% = a(1+x)+b(1—x)+cx?®. Expandindo 6+52% = a+b+(a—b)x+cx?.
Logoa+b=6,a—b=0,c=5. Logoa=>b=3. Como6+52? =3(1+xz)+3(1—x)+ 522

3
Vls=| 3
)
(f) Queremos 8z —2 = a(l+x)+b(1—x)+cx* =a+b+ (a—b)x+cx?. Logoc=0e
temos que resolver o sistema i_ Z i g . Resolvendo obtemos a = 3,b = —5. Logo
3
[W]g = -5 |. |
0

Exemplo 4.43 Considere F(R; R) (fun¢cées reais), 3 = {sen?(z),cos?(z)} ey = {1,sen?(z)}.
Considere os vetores (funcdes que sdo elementos de F(R;R)) u = cos?(z), v = cos(2x) e
w =1. Seja W = () C F(R;R) o subespaco gerado por [3. Prove que:

(a) W = (v) (espaco gerado por~y); (b) 3 e~y sdo Lls; (c)u,v € (7).

Determine:

(@) [uls, Vs, [Wlsi  (€) ]y, V], [wl,.
Soluc3o: (a) Seja G = (). Sez € W, entdo z = asen®x + beos®* z. Logo z = asen®x +
b(1 —sen’z) = bl + (a — b)sen*z € G. Agora se k € G, entdo k = al + bsen’z =
a(sen? x + cos® x) + bsen?r = (a +b)sen’ x + acos’xz € W. Logo G =W,

(b) Vamos provar que 3 é LI. Suponha que asen® x + bcos? v = 0. Queremos provar que
a =0b=0. Como a identidade é para todo x € R, tomando = = 0 concluimos que a0+bl = 0,
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ou seja, b =0. Tomando x = 7/2, al + b0 = 0, logo a = 0. Convidamos o leitor a provar
que vy é LI. Uma técnica mais geral é o Wronskiano apresentada na Definicdo[6.24 da p[193
(c)u=cos’z =1-sen’*z € W, v = cos(2x) = cos?(z) —sen?(z) = 1—2sen?(z) € W,

(d) Pelo item anterior e identidades trigonométricas (verifique!) [ulz = L V]g =

IR e B A B A .

O préximo lema garante que todo espaco vetorial de dimens3o finita n é essencialmente
igual ao R™ (em linguagem matematica, dizemos isomorfo pois existe bijecdo linear).

Lema 4.48 (funcdo vetor — coordenadas é bijec3do linear) Considere V' espaco veto-
rial de dimensdo finita n com base 5. A funcdo |[-lg: V — My &
v = v
(a) linear, isto é, preserva combinacées lineares,

[au +9v]; = afu]g +7[v]g Va,7€R, Vu,veV;
b) injetivo, isto é, se [v]z = [w]g, entdo v = w.
( 8 8

(c) sobrejetivo, isto é, dada matriz coluna A € M., existe v € V tal que [v]z = A.
Além disso existe uma bijecdo linear L : V — R".

Prova: (a) Escrevemos 8 = {vi,vs,...,v,}. Dados u,v € V, u = Zaivi ew =
i=1
n n aq
Z%V"' Assum u +w = Z(ai + v;)vi. E imediato que [u]z = o, [wlg =
i=1 i=1 o,
M a;+m aq N
, u+wig = ; = |+ | ¢ | = [ulg+ [w]|z. Analogamente,
Tn Op T+ Vn O In
§on
ulg=| | =¢uls.
o
(b) Segue da unicidade da representacdo de um vetor como CL de vetores de uma base.
ap n
(c) Dado A= | : | definav= Z V.
Seja € a base canénica do R" e [ - |7! : M,»x; — R™ a fun¢do inverso. Defina L =
[ 15" : V — R™, a composicdo de [ - ]-! com [ - |5 ]

Embora coordenadas sem indicacdo da base ndo determinem um vetor, existe uma con-
vencdo (dizemos que é um abuso de notacéo, isto €, um uso da notacdo diferente do conven-
cionado) que é assumir que a base é candénica. Temos trés formas equivalentes de determinar
o mesmo vetor v € R™ (veja pBI):

e considere o vetor v = (aq,...,a,) (uso correto);
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831
e considere o vetor [v]. = | : | (uso correto);
Oy
aq
e considere o vetor v = | : | (abuso de nota¢do).
Qp

O altimo uso é tdo comum que muitos livros usam como definicdo de vetor do R™: um
vetor &€ uma matriz com uma coluna e n linhas. Um vetor poderia ser uma matriz linha, mas
a convencio utilizada em todos os livros € como uma matriz coluna.

4.8 *Matriz Representando TL: Mudanca de Base!

Antes de estudar esta secio estude a definicio de coordenadas de um vetor numa base
(Definicdo |4.47| da pJ118).

O Lema [4.5/da p[94 mostra que existe uma bijecdo entre matrizes (M,,x,,) € L(R™;R™)
(TLs do R™ em R™). Vamos associar matrizes a TLs entre dois espagos vetoriais quaisquer
de dimens3o finita.

Definicao 4.49 (matriz associada a TL) Sejam U e V espacos vetoriais de dimensdo
finita com dim(U) = n e dim(V) = m e bases § = {uy,...,u,} de U e v de V. Dada
T € L(U;V), denotamos por [T, 5 € M, a matriz de que representa T'. Ela é definida
por

T T
T)ys = @)y [Tl | € Musen
\ \

Desta forma, cada coluna da matriz [T'|, , é formada pelas coordenadas do vetor T'(u;) na
base ~.

Em que sentido a matriz [T']., ; representa 177

A resposta estd no préximo teorema, cujo resultado apresentamos no diagrama da Fi-
gura [4.18] O significado do diagrama (e do teorema) é que ele comuta: tanto faz, partindo
de u € U, aplicar diretamente T e calcular suas coordenadas na base v, ou calcular suas
coordenadas na base 3 e aplicar a matriz [T],_,.

Teorema 4.50 (relacdo entre matriz e TL) Seja T' € L(U;V) e bases § de U e v de
V. Entdo, para todou € U,

[T(wly = [T],luls-
Prova: Seja 8= {uy,...,u,}. Entdo, pela linearidade do produto matriz-vetor (Lema [2.20]
da p., [T'(u)]y = [T, sluls para todo u € U se, e somente se, [T'(u;)], = [T],, zlu]s
para j=1,...,n.
Como [u;]s = e;, [T],, slu;]s = [T],, ge;, que & igual a j-ésima coluna de [T, 4, que
por definicdo & [T'(u;)],. Portanto, [T, 5[u;ls = [T'(u;)],. n

LA leitura desta secdo é opcional.
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— V

| f

Mnxl [—> mel

vB

Figura 4.18: Matriz [T]w—ﬁ que representa uma transformac3o linear T

Exemplo 4.44 Considere T : R* — R3 linear tal que T(1,0) = (1,2,3) e T(2,1) =
(0,0,2). Considere as bases 5 = {(1,0), (2,1)}, v = {(1,2,3), (0,0,2), (0,1,0)}, 2 =
{(1,0), (0,1)} ee3 ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Determine:
(&) [T], s [Tl.,ee,
1
Solucdo: Como = {(1,0), (2,1)}, precisamos calcular [T'(1,0)], =[(1,2,3)], = | 0 | e
0
0 T 0 10
7(2,1)], = [(0,0,2)] { 1 ] Logo, [T], s = |[T(1,0)], [T(2.1)],| = | 0 1
0 ! 1 00
Como e5 = {(1,0), (0,1)}, precisamos calcular [T'(1,0)]., e [T(0,1)].,. Embora ndo
tenha sido fornecido T'(0, 1) diretamente, (0,1) = (2,1) —2(1,0). logo, T(0,1) =T(2,1) —

27(1,0) = (0,0,2)—2(1,2,3) = (2, —4, —4). Portanto, [T(1,0)]., = [(1,2,3)]., =

1
W N =
I |

3 3

1 =2
2 —4 1. [
3 —4

Exemplo 4.45 Considere T : R?> — R? com Te, = e, + e, Tey, = 2e; + 2ey, € base
canénica de R? e B = {vy,va} com v|=e;+ ey, vy =ey— 2e;. Determine:

(@) [T].... (b)[Tlg s
Solucdo: (a) Como [Tei]. = [e1 + e = [ 1 ] e[Tey). = [2e1 + 2e,), = { ; } 7). =

-2 1 1
€ [T(O,l)]53 = [(_27_47 _4)]83 = —4 |. Logo, [T]53<—52 = [T(lvo)]&z [T(Ovl)]es =

1 2
1 2
(b) Precisamos calcular [T'(v1)]; e [T'(v2)]5-
Vemos que [T'(v1)]; = [T'(e1 + e2)]5 = [T'(e1) + T'(e2)]; = [(e1 + €2) + (2e1 + 2e2)]5 =
3o +ex)ly = [3vily = |

Por outro lado, [T(v2)]; = [T (ez — 2e1)]; = [T'(e2) — 2T(el)]ﬂ =

[(281 + 2e2) — 2(81 + eg)]ﬂ = [0]5 = [OVl + OVQ]B = l 8 :|
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3 0
Logo, [T4, 5 = [ 00 } : |

Notacdo 4.51 Quando uma TL vai de um EV nele mesmo, T : U — U, podemos escolher
a mesma base 3 para o dominio e o contra-dominio. Denotamos [T'],, 5 por [T']s.

Exemplo 4.46 Seja v = {1,z,2°}, e D : Py — Py definido por D(f) = [’ (derivada).
Determine [D].,.

0 1
Solugdo: D(1) =0e 0], = | 0|, D(z)=1ell]l, = | 0 |, D(@?®) = 2z e [2z], =
0 0
0 010
2 |. Logo[D],=1]0 0 2 |
0 000

Exemplo 4.47 Seja B = {senx,e** cosz}, V =(B) CC(R;R) e D:V — V definido por
D(f) = f' (derivada). Determine [D]z.

0 —1
Solugdo: D(senz) =cosx ef[cosz|g= | 0 |, D(cosz) = —senz e[—senx|g = 0
1 0
0 0 -1 0
D(e**) =2e* e[2e**|s=| 2 |. Logo[D]g= |0 0 2 n
0 1 00

Definicao 4.52 (matriz de mudanca de base) Considere bases 3 e v do espaco de di-
mens3o finita U e a TL identidade I em U. Como

[1],pluls = [[(w)ly = [uly,

a matriz [I], ., transforma as coordenadas de u na base 3 em coordenadas de u na base .
Pela definicdo, se = {uy,...,u,},

T T T T
s = |H(u)ly - [[(un)ly| = |[wa]y - [wal],
1 J 1 1
Exemplo 4.48 Dada as bases candnica c e 3 = {(1,2),(3,4)} do R?, determine [I]__,.
) T T 1 3
Solugdo: E imediato que (1., = |[(1,2)]: [(3,4)]:| = { 5 4 ] . Se quisermos [I],, _,
\J 3
pelo Corolario mais adiante, basta inverter a matriz acima. |

Observacdo 4.21 Do exemplo anterior observamos que calculo da matriz mudanca de
base de uma base [ qualquer para canénica ¢ é facil. A matriz de mudanca inversa pode
ser obtida invertendo esta matriz. Esta é uma importante consequéncia do préximo lema.

Lema 4.53 (relacao entre produto de matrizes e composicdo de TLs) Dados T €
LU;V)eS e LV;W), e bases 3,7,6 dos espacos vetoriais de dimensio finita U, V, W,
conforme indicado no diagrama da Figura [STser[T], 5 =[S © Tl s
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SoT
T
v Ly _ 5 .w
[ ]s [ ] |[ s
MHM[T]veB j\/lmxl[s](k7 M
\/
[SoT]s5 5
Figura 4.19: Composicio de TLs
Prova: Aplicacio direta das definicdes. .

Corolario 4.54 (inversa da mudanca de base) Considere bases 5 ey de U e a TL iden-
tidade I em U. Entdo a matriz mudanca de base [I|. ., é igual a [I]/gi,y (inversa).

Qual a relacdo entre matrizes que representam a mesma TL? Vamos simplificar e considerar
o caso em que 1" € L(U;U) (mesmo espaco). Considere bases § e v de U. Qual a relagdo
entre as matrizes [T, e [T],, 57

Definicdo 4.55 (matrizes semelhantes) Dizemos que duas matrizes A e B sdo seme-
Ihantes quando existe uma matriz invertivel (quadrada) P tal que PAP~' = B.

Lema 4.56 (matrizes da mesma TL) Considere T € L(U;U) e bases 3 ey de U. Entdo

[T, e[T]s, 5 sdo semelhantes com P = [I],, . (matriz de mudanca de base).
Prova: Como IT1 =T, aplicando o Lema duas vezes, [I]5, [T, ], 5=1[T]5 4
Tomando P = [I];, e aplicando o Corolario [4.54, P~! = [I] . ]

Fazendo uma escolha adequada da base, a matriz que representa a TL pode ser muito
mais simples, como por exemplo diagonal. Como descobrir qual base fara isso? Este é o

assunto do Capitulo [7/] da p[195]

Para resumir: as coordenadas de um vetor v estdo para v assim como a matriz que
representa uma transformac3o linear 7" esta para 7"

coordenadas de v i matriz que representa 1T’
assim como .

v T
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4.9 Exercicios de Transformacdes Lineares

4.9.1 Exercicios de Fixacao

Fix 4.1: Determine se sdo transformacdes lineares 7' : R? — R?:
(@) T(z,y) = (x+2y, zy); (b)) T(z,y) = (z+2y, 0); (c) T(z,y) = (2* +2y, y);
Fix 4.2: Dada uma transformacdo linear T : R™ — R™ existe uma matriz A que a representa

e vice-versa (veja Definicdo [4.3] da p[93).
(a) se T'(x,y) = (3z + Ty, bz — 4y), entdo A = { - - };

(b) se T'(x,y) = (y, —x, 2z +y), entdo A =

1 0 -1 ~ _ .

(c)se A= {3 0 2}entao T(xz,y) = ( ) );
(d)yse A= —1 8], entdo T'(z,y) = ( ).

Fix 4.3: Determine T" que projeta (ortogonalmente) vetores do:

(a) R? no eixo y;  (b) R® no eixo y;  (c) no plano = = 0.

Y

Fix 4.4: Qual das alternativas apresenta a matriz que roda os vetores do R? por um angulo
6 (no sentido trigonométrico, isto &, anti-horario):

(A){cose sen@] (8) {cos& —sen@} (©)

senf cos0 sen 6 cos 6 cos sen 0 cosf senf

senfl —cos0 senf cos6
| o] |

Fix 4.5:Seja A uma matriz.

(a) O posto de A é igual a: (Nuc A, Im A, dim Nuc A, dim Im A).
(b) O espaco-coluna de A é igual a: (Nuc A, Im A, Nuc AT | Im AT);
(c) O espago-linha de A é igual a: (Nuc A, Im A, Nuc AT | Im AT).

Fix 4.6:Considere [ : V — V e T : V — W definidas por I(v) = v e T(v) = 0 para todo
vel.
(a) Nuc(I) = __(v,w,0); (b) Im(I)=__ (v,w,0),
() Nue(T) = _(v.w,0); (d) Im(T) = _(v.w,0);
Fix 4.7:Seja T': V — W uma TL. Para cada pergunta, escolha uma das opcdes.
(i) a definicdo de Nuc(T) é:
(A) {we W|T(0)=w};, (B){weW|T(w)=0}
C){veV|T(v)=0}; (D){veV|T(0)=v}.
(i) a definicdo de Im(7) &:

{w e W|v =T(w) para algum w € W},
{veV|w=T(v) para algum v € V'};
{veV|v=T(w) para algum w € W},

é sobrejetiva se, e somente se:
(A) dim(V) = dim(W);  (B) dim(Nuc(7)) = dim(V');  (C) dim(Nue(T')) = 0;
(D) dim(Im(7")) = dim(W);  (E) dim(Im(7")) = 0.

(iv) T é injetiva se, e somente se:
(A) dim(V) = dim(W); (B) dim(Nuc(7)) = dim(V); (C) dim(Nuce(T")) = 0;
(D) dim(Im(7")) = dim(W); (E) dim(Im(7)) = 0.

(iii)

107.0ut.2012 15h
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Fix 4.8:Determine (geometricamente, ndo faga contas) o nicleo e a imagem de cada uma
das TLs abaixo de R? em R3:

(a) projecdo ortogonal na reta gerada pelo vetor (2,1, 1);

(b) rotacdo de 11 graus em torno do eixo (—2,1,2);

(c) reflexdo em torno do plano z = 0;

(d) projecdo ortogonal no plano = = 0.

Fix 4.9: Este exercicio é para ser feito com argumentos geométricos. Todas as transfor-
macdes estdo definidas de R? em R%. Seja P uma projecdo ortogonal na reta r e R uma
reflexdo em torno da mesma reta r. Determine:
(a) Im(P) =__(0,n,R?); (b) Nuc(R) =__(0,,R?); (c)
(d) RR=__(P,R1,0); (e) RP=_ (PR 10); (f)PR
(g) de forma geral P* e R" com 1 <n e N.
Fix 4.10:Seja T : R” — R linear. Se dim(Nuc(T')) for igual a:
(a) 0, dim(Im(7)) =__; (b) 3, dim(Im(7)) = (c) 5, dim(Im(T")) =
Fix 4.11: Determine dim(Im(7")) sabendo que:
(a) T : R® = R* com dim(Nuc(T)) =3; (b) T:R®> — R” com T injetiva.
Fix 4.12: Determine dim(Nuc(T")) sabendo que:
(a) T: V — W com T sobrejetiva, dim(V') = 5, dim(WV) = 3;
(b) T : R* — R* sabendo que existe a inversa de 7.
Fix 4.13: Determine se é verdadeiro ou falso cada um das seguintes afirmativas sobre TLs:
) T : R®> — R?* pode ser injetiva;
) T : R3 = R® com dim(Im(7")) = 3 é injetiva.
) Se T': R" — R™ satisfaz 7'(0) = 0, entdo T & linear.
)
)

PP =__(P,R,1,0);
= (PRIO)

a
b
c
d) Se T é injetiva, entdo ndo existe w # 0 tal que T'(w) = 0.

e) se T : V — V possui inversa, entdo dim(Nuc(7)) = dim(V).

Fix 4.14: Considere D? : P3 — Ps definida por D?(f) = f” (duas derivadas). Determine se
fazem parte do Nuc(D?): (a) 3z® + 2% (b) 3z —4; (c) 2% (d) 5.

Fix 4.15:Seja A uma matriz com m linhas e n colunas. Determine se é verdadeiro ou falso:

(a) se m > n, entdo as colunas sdo Lls;
(b) se m < n, entdo o nicleo de A contém uma reta;

(
(
(
(
(

Fix 4.16: Qual(is) das seguintes propriedades do produto de matrizes sdo validas:
(a) associatividade?  (b) comutatividade?  (c) distributividade?

Fix 4.17:Se A, B € M,,»,,, entdo (A+B)(A+B) = __ (A>+4+2AB+B? A’>+ AB+BA+B?).

Fix 4.18:Sejam A e B matrizes (dimensdes apropriadas para estar definido AB). Ent3o:

(a) colunas de AB sdo combinacdes lineares das (linhas, colunas) de __ (A, B).
(b) linhas de AB sdo combinacbes lineares (linhas, colunas) de __ (A, B).
(c) entradas de AB sdo produto escalar de (linhas, colunas) de A por

(Iinhas, colunas) B.
Fix 4.19:Se A € M,,,, € invertivel, entdo

(a) dim(Nuc(A)) = _; (b) dim(Im(A)) = _; (c) postode A= __
1 5 3 =2
. _ ) .. 1 3 20 3 )
Fix 4.20: A matriz M possui inversa e M~ = 5 _3 1 'k Determine u, vew
-2 4 5 2

tais que: (a) Mu=e;; (b) Mv=-e3 (c) Mw =e,.
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Fix 4.21:Se A, B, C sao invertiveise AB = (', entdo A= __ (BC,CB,B~'C,CB™!).
Fix 4.22:Note que y = 1 e x = —2 & solucdo do sistema 3r—2y =—
T+ 4y =

13 =2 -8 |
SeA—{1 4} entdo A~ { } { }
Fix 4.23:Se M [ é ] = [ ] { } { } entdo M é (escolha uma opc¢do):

RIRRCIEHN R

—2
1
—2 112 37"
o[ 1] [ e
Fix 4.24: Porque o produto entre duas matrizes n3o & definido como a produto entre cada

b A B aA bB
? a _
entrada correspondente? Por exemplo [ . d} { c D } [ cC' dD ]

49.2 Problemas

Prob 4.1: Determine a TL que representa uma:

(a) reflexdo em R? em torno da reta z +y = 0.

(b) projecdo ortogonal em R3 sobre o plano y = z;

(c) rotacdo em R? de 45° em torno do eixo 2.
Prob 4.2: Este exercicio é para ser feito com argumentos geométricos. Todas as trans-
formacdes estdo definidas de R? em R% Sejam: — R uma reflexdo em torno da reta r,
— P uma projecdo ortogonal na mesma reta r, e — () uma projecdo ortogonal na reta s
perpendicular a reta r. Determine (£P,+Q,+R, +1,0):

(@ PR=_,; (b)QP=_, (JQR=_; (d)RQ=_
Prob 4.3: Considere T : R® — R? dada por T(x,y,2) = (4r —y + 22, —2x +y/2 — 2).
Determine se:

(a) (1,2) € Im(T");  (b) (1,4,0) € Nuc(T); (c) (0,2,2) € Nuc(T).
Prob 4.4: Determine o nlcleo, a imagem e suas respectivas dimensdes de:

@) T:R*— R, T(x,y,2)=(x—y, —y—2,y—x, y+2);

(b)) T:R* - R3 T(x,y,2) = (x —vy, z+2x, 2y + 2);

(¢) L:R> - R3 L(a,b,c,d,e) = (a+3c—e, c—d+e, a+dc—d).
Prob 4.5: Considere 71, T, : R® — R? definidas por Ti(z,9,2) = (zr —y + 2, 20 —y) e
To(x,y,2) = (3¢ — 2y + z, x — z). Determine uma base para Nuc(7}) N Nuc(73).

Prob 4.6: Determine uma base e dimensdo do nicleo e da imagem para cada matriz:

Lo L2 00 01 Lo 1

(a) )| 1 310 (0 ] -1 -1 11
0 1 0110 -1 0 0 -1 0 1
-1 -2 110

Prob 4.7:Seja P,, o espaco dos polindmios de grau < n. Determine se é linear:
(a) L : Py — Py definida por L(p)(z) = p(z + 1) — 3p(2);
(b) L : Py — Py definida por L(p)(x) = p'(x) + 1;
(c) L : Py — Py definida por L(p)(z) = cx?® + ax + b se p(x) = azx® + bx + c.
Prob 4.8: Calcule a imagem e o nicleo de cada uma das TLs abaixo:
(a) T : P3 — P3, definida por T'(p) = p” (segunda derivada).
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(b) T : Py — R definida por T'(p) = p(3).
(c) T : Py — Ps definida por T(p)(x) = xp(x) Vx € R.
(d) T: CYR;R) — C(R;R) definida por T'(f) = f'.

Prob 4.9: Explique em cada caso porque n3o existe uma TL:
(a) T : R* — R? cujo nicleo seja a origem;
(b) T : R* — R? que seja injetiva;
(¢) T:R” — R® com dim Nuc(7) = dim Im(T);
(d) T : R* = R3 com Nuc(T) = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)) e Im(T) = ((1,1,2), (2,2,4)).

Prob 4.10: Em cada item dé um exemplo de TL satisfazendo as condices dadas.
(a) T : R? — R? que leva (—1,2) em (1,0) e (1,—1) em (—1,—1);

(b) T : R* — RR3 tal que o niicleo & plano { . +zy +1j B 8 eaimagem ((1,—1,1), (1,2, 3));
r=s
(c) T : R* — R* cujo nucleo seja dado pela parametrizacdo { y =1t e a imagem
z=t+s
x=0
seja solucdo do sistema y=0 .
z—w=0

Prob 4.11:Seja W = {p € Ps| p(0) =0} e D : W — P5 definida por Dp = p’. Mostre que
D & injetiva.

Prob 4.12: Resolva o sistemas Or+3y = 9 e Or+3y = =3 simultaneamente
dr+3y = 5 dr+3y = 1
} 319 -3
colocando em forma totalmente escalonada a matriz 4 3ls e
2 1 -1 (1) (1) 8 (1)
Prob 4.13: Inverta: (a) b)) 111 (o)
-1 0 0 0 1 01 00
0010

Prob 4.14: Determine a representacdo matricial e inverta (se for possivel) a TL: T'(z,y, 2) =
(v +2, 72 y);

Prob 4.15: Determine a matriz inversa das matrizes formada por: blocos de zeros, matriz
identidade e A (que ndo precisa ser invertivel).

@7 ol w7

Prob 4.16:Seja S = { 0

. 2
B0 1 uma matriz de blocos. Calcule S*.

Prob 4.17: Para nimeros reais vale a chamada lei do corte: se ab = ac e a # 0, entdo b = c.
Para matrizes isto no é valido.

(a) tome A = [ ; ; } e determine B,C € My, tal que AB = AC e B # C;

(b) supondo que A é invertivel, mostre que AB = AC implica B = C'
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4.9.3 Extras
TL e Matriz, TL Geométrica

Ext 4.1:F Determine se sdo lineares as operacdes no espaco P de todos os polinémios em z:
(a) multiplicacdo por x;  (b) multiplicacdo por 2%;  (c) derivada em relacdo a z.
Ext 4.2:Seja Ry : R? — R? uma rotacdo em torno da origem com angulo 6 satisfazendo
0<0 < 2m.
(a) se 0 # 0 existe v e R? v # 0 tal que Ryv = v7?
(b) se v € R? v # 0, determine condicdes em 6 para que v e Ryv sejam linearmente
independentes.

Ext 4.3:F| Em R? considere A uma rotacdo de 90° em torno do eixo = e B uma rotacdo de
90° em torno do eixo y e C' uma rotacdo de 90° em torno do eixo z. Mostre que:

() AA=B*=C*=1, (b) AB+# BA; (c) A’B? = B*A?,

Ndacleo, Imagem, Teorema do Nicleo Imagem

Ext 4.4:Seja T : R” — R linear. O maior valor possivel para:
(a) dim(Nuc(T)) é __; (b) dim(Im(T)) é ___
Ext 4.5: Determine dim(Im(7")) e dim(Nuc(T")) sabendo que:
(a) T : R* = R” e que T'v = w possui solugdo Gnica para um determinado w;
(b) T : RS — R5 com T sobrejetiva.
Ext 4.6: Determine dim(Nuc(7")) sabendo que:
(a) T : R® = R® com dim(Im(7)) =3; (b) T:V — W com T injetiva;

Ext 4.7: Determine uma base e dimens3o do niicleo e da imagem de:
1 1 0 -1 1 0 01 00
-1 0 1 -2 1 -1 00 00O
@1 00 o ®f 209 2 @lo000
1 0 —1 1 1 2 0 010
) 2 h 7 ) )
Ext 4.8: Considere A = [ A5 7 } Determine TODOS os valores de h € R tais que o

posto de A: (a) seja 1; (b) seja 2.

Ext 4.9:Seja T : V — W linear. Prove que:
(a) T(0) = 0; (b) Nuc(T') é subespaco vetorial;  (c) Im(T") é subespaco vetorial.
(d) se T é injetiva, T leva conjunto LI em conjunto LI.
(e) se T possui inversa, T leva base em base.

Composicdao de TLs e Produto de Matrizes

Ext 4.10:Sejam S e T TLs tais que faca sentido a composicdo ST'. Mostre que:
a) se S e T sdo injetivas, entdo ST & injetiva;

b) se S e T s&o sobrejetivas, entdo ST é sobrejetiva;

c) se ST & sobrejetiva, entdo S é sobrejetiva;

d) se ST é injetiva, entdo T & injetiva;

(
(
(
(

2Veja [12] p.113 #3.
3Veja [12] p.114 #5.
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Funcdo e Matriz Inversa

Ext 4.11:Sejam 7', S : F(R;R) — F(R;R) definidas por T'(f)(z) = f(2z + 2) e
S(f)(@) = f(z/2-1).

(a) Determine nicleo e imagem de T';  (b) Verifique que 77! = S.

10 1 0011 1 001

1 001 0011

Ext 4.12:Inverta: (a) (i 1 é ; (b) 0100 (c) 010 0
0010 0010

Ext 4.13: Determine a representacio matricial e inverta (se for possivel):
T(x,y,x) = (2, y+ 2, x+y+2).

Algebra de Matrizes e TLs

Ext 4.14: Dé exemplos de matrizes em M5 tais que:

(a) A2=—1I, (b)B*=0,B#0; (c)C*=C,C#1I;, (d)C*=1,C#I,

Ext 4.15:Sabemos que se a,b € R, entdo ab = 0 implica que a = 0 ou b = 0. Vamos ver
que para TLs isto ndo é verdade.

(a) Considere projecBes (ortogonais) P, no eixo z e P, no eixo y em R?. Prove que
embora nenhuma delas seja nula, P,P, = P,P, = 0;

(b) Considere D,, o operador segunda derivada e D,,, o operador terceira derivada.
Prove que em P, (polindmios de grau maximo igual a 4) D,,D,,, = 0 embora nem D,,
nem D, sejam nulos.

Obs: em algebra quando acontece de ST = 0 com S e T ndo-nulos dizemos que existe
um divisor de 0.

Ext 4.16: Verifique se é subespaco vetorial o subconjunto das matrizes quadradas:

(a) triangulares superiores;  (b) diagonais;  (c) simétricas;

(d) Determine bases para os subespacos acima quando a matriz é 2 x 2 e 3 x 3.

(e) Seja W, o subespaco das matrizes triangulares superiores e W5 as matrizes triangulares
inferiores. Determine W, N W.

Ext 4.17:

(a) Determine uma base de My, 3. Qual a dimensdo deste espaco?
(b) De forma geral, determine base e dimensdo de M, ..

Ext 4.18: Considere T': M5, — M1, definida por T(A) = AT. Determine:
(a) Nuc(T); (b) Im(T). (c)se T éinjetiva; (d) se T & sobrejetiva.
. . 5 3 6

Ext 4.19: Considere as matrizes A = { 3 9 } e B= { 9 4

(i.e. determine a matriz X) AX + 2] = B.
Ext 4.20:

} . Resolva a equaco matricial

Definicdo 4.57 (matriz nilpotente) Dizemos que uma matriz quadrada N é nilpotente
de ordem k se existe k € N tal que N¥ =0 e N¥=1 £ 0.

Mostre que:

0

(a) { 0 (1) 1 é nilpotente; (b) é nilpotente. Qual valor de k7

o O O
o O =
O = O
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(c) D é nilpotente, onde D é o operador de derivacdo em P, (polinémios de grau menor
ou igual n). Qual o valor de k7

(d) Se N é nilpotente de ordem k, entdo (/ — N)™' =1+ N+ N2+ ...+ N1,

(e) Se M e N sdo nilpotentes e M N = NM, entdo M + N é nilpotente.

(f) Existe v # 0 tal que Nv = 0.

Matriz em Blocos

Ext 4.21:Suponha que A € M,,,, satisfaz Av;, = \;v;comv, e R", \; e Rei=1,...,n.

T T 7
Defina P = | vi --- v, | e ¥ uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal sio
1l

Ay .voy Ap. Mostre que AP = PX.

Coordenadas

Ext 4.22: Considere v = (4,—1,—1) e 8 = {(1,-1,0), (0,1, —1),(0,0,1)};
(a) escreva v como combinacdo linear dos vetores de [3;
(b) determine [v]_ (base canénica);
(c) determine [v];
2
(d) sabendo que [w], = | —3 |; determine [w]..
2
Ext 4.23:Considere as bases do R* 3, = {(—1,1),(1,1)} e B = {(0,2),(1,0)}. Se
[v]5, = (2,3) determine [v], .

Ext 4.24:Se 3 = {w1, Wy, W3, Wy} € base do R* e u = wy + 2w3 + 3wy + 4wy,

s = 1| ~

Ext 4.25: Considere v = (0,5,1). Determine [v],; (coordenadas de v com relacdo a base 3),
onde 8 ={(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)}.
Ext 4.26: Considere 3, = {1,1 — x,2? — 1}. Determine:

(a) [q]s, onde g(z) = 2% —x;  (b) [p],, onde p(z) = 2* +x + 1.
Ext 4.27: Considere as funcdes ¢y, ..., ¢3 mostradas na Figura da p[79 Defina g =
{0, ..., P3} (é base). Seja f : [0,3] — R a funcdo representada no grafico abaixo. Determine

[f15-
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Mudanca de Base

Ext 4.28: Considere trés bases distintas 31, 52, 53 de um espaco vetorial de dimens3o finita.
(a) determine 1], 4
161

(b) defina A =I5 5, B=1[l], 5, C=[Is, s Determine ABC.

Ext 4.29: Considere as bases de R®: a = {vy, v, v3} e 3 = {wi, Wy, W3} com w; = v +Vs3,

Wy = Vi + Vo + V3 € W3 = v — v3. Determine a matriz mudanca de base [I]M_B.

Ext 4.30: Considere as bases de R3: o = {(1,0,-1), (1,2,3), (1,1,1)}, 8 = {(3,2,1),
(4,5,6), (7,8,9)} e = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} (base canbnica).

(a) determine as matrizes mudanca de base A = [I e B=1[I]

[ ]a<—a aeﬁ;

(b) escreva equacdes matriciais que determinem, como funcdo de A, B, A~!, B! (no
calcule A~*, B~") as matrizes mudanca de base [I], __, [I]; .. [[]ocp s a-
Ext 4.31: Considere a base a = {(1,1,1),(—1,1,1),(0,—1,1)} de R3. Determine uma base
1 00
Btalque [I], ;=2 -1 1
0 01

Ext 4.32: Considere as bases de R*: o = {(1,0),(0,2)} e 8 = {(1,1),(2,1)}. Calcule a

matriz mudanca de base [/];, .

Ext 4.33: Considere as bases de R*: o = {(6,11),(2,4)} e = {(1,0), (0,1)}.
(a) Calcule a matriz mudanca de base [I]
(b) Explique como determinar [/]

g’

e usando (a). (Ndo faca as contas.)

(c) Verlflque que [[]aee - { —11/2 3 1

Ext 4.34:Seja = {(1,0,0),(0,1,—1),(1,—1,0)}.

(a) Caleule [1].__, e [T}, (b) v = (0,1,0), calcule [v];

1
(c) W]z = [ ; determine [w|_;  (d) T'(x,y,2) = (v — 2, =2,y +22), determine [T7,.
Dica: [T]ﬁ = [”/5(—5[7—‘]8[[]&&5

Ext 4.35: Considere T : R? — R? dada na base canénica por [ (2) _1 }

(a) Ache u e v ndo-nulos tais que Tu =2ue Tv = —v;

(b) prove que 8 = {u, v} é base de R?;

(c) determine [T'|; ;. Note que nesta base a matriz que representa & mais simples
(diagonal).

Ext 4.36: Considere as bases do P;: o = {1—xz,2x} 8 = {1+x,2}, edo Py v = {1, z,2°}
ed={l+uz,1—wx2°+1} Determine [I] ;e /]
Ext 4.37: Considere os conjuntos Lls de funcdes:

By = {cosz, senz}; By ={e® ¥}, Bs={l, z, €%, we*};

By=A{1, z, 2°}; Bs = {sen(x), sen(2x), sen(3x)}; fs = {e®, ze®, x2e"}.

Seja W; = (f3;) (espaco gerado por cada conjunto de funcdes). Sejam D o operador
derivada Df = f' com D : W; — W; e D? o operador derivada segunda D*f = f” com
D? : W; — W;. Determine a matriz:

(@) [Dlg;: () [Dlg,: () [Dlgi (d) [D?g,: (e) D% (F) [D?g
Ext 4.38:Considere a base 3, = {1,2} de P; e a base B, = {1,z,2%} de P,. Seja
T : Py — Pa, definida por T'(p)(z) = p(z+1), e S : Py — P, definida por S(p)(z) = zp(z).
Determine:

y4=6"
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(a) [S]ﬁg%ﬁl; (b) [T]ﬁzkﬁz'
Ext 4.39: Considere V' o espaco das matrizes diagonais 2 x 2 e as bases

ST e

4.9.4 Desafios

Des 4.1:[Seja T': V — V uma TL com V de dimens3o finita. Mostre que:

(a) Nuc(T) D Im(T) se, e somente se, T? = 0;

(b) Nuc(T) € Nuc(T?) C Nue(T?) - - -.

(c) Im(T) > Im(7?) D> Im(T3)---.

(d) se dimTm 7T = dim Im(7?), entdo NucT NIm T = {0}.

Des 4.2: Considere T : V — W linear, X C V e U C W subespacos vetoriais.

(a) Defina T(X) = {T(v) € W| v € X} (imagem direta de X por T'). Mostre que T'(X)
é um subespaco vetorial de 1.

(b) Defina T-Y(U) = {v e V|T(v) € U} (imagem inversa de U por T'). Mostre que
T~ (U) & um subespaco vetorial de V.

Des 4.3: No espaco de todos os polindmios em x (que é um espaco de dimensdo infinita)
considere D o operador derivacdo com relacdo a x e S o operador multiplicacdo por z.

(a) Mostre que DS — SD = I;

(b) Utilize propriedades do traco (soma dos elementos da diagonal de uma matriz qua-
drada) para mostrar que em dimensdo finita ndo existem transformacdes lineares A, B tais
que AB— BA=1.

Des 4.4:(desigualdade de Sylvester) Sejam 7,5 : V. — V com dim(V) = n, rp =
dimIm(7T) , r¢ = dimIm(S), rg7 = dimIm(ST'). Prove que

rs +rp—n < rgr < min(rg, rr).

Des 4.5: Suponha que A € M,,,, satisfaz AB = BA para toda B € M,,,,. Prove que A
é maltiplo da matriz identidade.

Des 4.6: Considere 7' : V' — V linear e A uma matriz quadrada fixa. Se [T], = A para
qualquer base 3 de V, entdo T' = A para algum X\ € R (a transformacdo é um maltiplo da

identidade).

Des 4.7:Suponha que B é a inversa de A%2. Mostre que A é invertivel e determine A~! em
termos de A e B.

Des 4.8:] Seja J, uma matriz quadrada n x n em que todas as entradas sio iguais a 1.

Mostre que (I — J,) ' =1 — HLHJTL.

Des 4.9: Prove que se A & invertivel, entdo A + B & invertivel se, e somente se, ] + BA~!
é invertivel.

Des 4.10:Fixe B € My, e defina T,S : Myx, = Myx, por T(A) = AB — BA e

S(A) = BA para todo A € M,,«,,. Mostre que:
(a) Nuc(T") & ndo-trivial. Conclua que T" ndo & invertivel;

*Veja [12] p.117 #36.
5Veja [12] p.114 #6, #15.
bVeja [1].

"Veja [1].
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(b) Nuc(S) = {0} se, e somente se, B possui inversa.

Des 4.11: Determine uma base (e dimens&o) de

(a) L(R*;R); (b) L(R?;R?).
Des 4.12:(a) Considere T : R? — R2. Prove que existem ag, a;, as, a3, as € R que ndo
sejam todos nulos tais que agl + a1 + asT? + asT3 + a,T* = 0.

Dica: dim £(R?;R?) = 4, o conjunto {I,T,T?,T3 T} & LI?.

(b) Considere 7" : R™ — R™. Prove que existe um polindbmio p(z) ndo-degenerado de grau
n? tal que p(T) = 0.

Obs: Definimos p(T) da seguinte forma. Se p(z) = ap+az+- - - +a,z", definimos p(T)
como a matriz agl + ar + - - - + a, T".

Dica: Generalizagdo de (a).

Des 4.13: Dado um espaco vetorial V', denotamos por V* o conjunto L£L(V;R) das trans-
formacdes lineares de V' em R. Os elementos de V* sdo chamados de formas lineares ou
funcionais lineares em V. Ja sabemos que este € um espaco vetorial pois ' e R sdo espacos
vetoriais. Suponha que vy, Vs, ..., Vv, é base de V. Prove que:

(@) T1,..., T, € L(V;R) definida por T;(v;) = d;; & base de V*. O simbolo ¢;; é
conhecido como delta de Kronecker e vale 1 se i = j e 0 se i # j.

(b) dim(V) = dim(V*). Dica: Use (a).
Des 4.14: Determine base e dimens3do de L(U; V) com U e V espacos de dimens3o finita.

Des 4.15:Seja A uma matriz 2 x 2.

(a) Prove que se aplicarmos A no circulo de raio 1 com centro na origem a imagem sera
uma elipse (pode ser degenerada).

(b) Podemos associar um vetor a cada eixo desta elipse e obter os chamados valores
singulares da matriz A: 01,05 o tamanho de cada semi-eixo. Assim se Y for a matriz
diagonal com estes sigmas, () uma matriz onde cada coluna é um eixo da elipse, obtemos a
chamada decomposicdo SVD da matriz. Prove que toda matriz A pode ser escrita como
A=QXP.

Obs: Isto se generaliza para uma matriz qualquer.
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Capitulo 5
Produto Interno

Comegamos este capitulo definindo comprimento de vetores no R? e R3, obtido pelo Teorema
de Pitagoras, e sua relacdo com o produto escalar (ou interno). Depois generalizamos para o
R™ definindo o produto interno, que permite definir comprimento, distancia e ortogonalidade
(de forma mais geral dngulo) entre vetores.

Com o conceito de complemento ortogonal, definimos a projecdo ortogonal em subespa-
cos vetoriais. Exploramos a relacdo entre vetor mais préximo de um subespaco vetorial e
ortogonalidade, ideia chave deste capitulo.

S3o aplicacdes importantes:

e resolver problema de minimos quadrados, a “melhor” solucdo aproximada de um sistema
linear sem solucdo;

e determinar projecdes e reflexdes em torno de retas, planos e, de forma mais geral, em
subespacos vetoriais de dimensdo qualquer no R";

e aproximar funcdes por polindmios ou outras funcdes simples.

5.1 Produto Interno em R"

Em R?, define-se o comprimento (também chamado de norma) de um vetor v = (z,y) por

|v]| = V22 + y% e, em R?, de um v = (x,y, 2) por ||v|| = /22 + 32 + 22. Conforme indi-

cado na Figura[5.1} o comprimento em R? decorre de uma aplicacdo do Teorema de Pitagoras

e em R? de duas aplicaces pois \/(\/952 +y2)2+22 = /22 +y?+ 22 Sew = (a,b), a

distancia entre v e w é dada (basta aplicar Pitagoras) por d(v,w) = \/(z — a)? + (y — b)2.

Definindo-se o produto interno de R? por (v|w) = ax + by e em R? por (v|w) =
ax + by + cz, temos ||v|| = /(v|v) e d(v,w) = |[v — w| (confiral). Comprimento
(norma), distancia e produto interno sdo generalizados para o R" nas defini¢des abaixo.

Definicdo 5.1 (produto interno no R™) Dados v = (v1,...,0,), W = (wy,...,w,) €

n
R", define-se o produto interno® ou produto escalar de v e w por (v|w) = Zviwi.
i=1
Outras notacdes utilizadas sdo v - w e (v, w) para (v |w).

IVersio 04.out.2012 18h
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v =(z,y,2)
v =(z,y) z
\/( /x2+y2)2+22
V2 4 y2 y s
2 +
Yy
0 x 0 x

Figura 5.1: Comprimento em [R?°43

Lema 5.2 (propriedades do produto interno) Considere u,v,w € R". O produto in-
terno® satisfaz as seguintes propriedades:

(a) simetria: (v|w) = (w|v);

(b) linearidade: (au+ v|w) = a(u|w) + (v |w) para todo o € R;

(c) positividade: (v |v) > 0 para todo v # 0.

Prova: Deixamos para o leitor. [

Definicdo 5.3 (norma) Definimos a norma* (ou comprimento) de v por ||v|| = /(v |v).

Definicdo 5.4 (distancia) Definimos a distdncia® entre dois vetores u e v por d(u,v) =
Ju—v].

@servagﬁo 5.1 S3o propriedades faceis (verifique!) da norma e da distancia: \
e ||0|| = 0 (vetor nulo tem norma zero),

|v|| = 0 se, e somente se, v =0 (o tnico vetor com norma zero é o vetor zero),

|lav]|| = |a|||v|| para todo o € R (vetor multiplicado por escalar tem norma modifi-
cada por médulo do escalar),

d(u,v) =0 se, e somente seu =,

e d(u,v) >0,

\_ e d(v,0) = |v]. W

2Para evitar confusdo com produto interno, neste capitulo denotamos o espaco gerado por span {v, w}.
3De forma geral, dado um espaco vetorial V sobre K = R, uma funcdo que associa a cada par de vetores
v,w € V um namero real (v|w) satisfazendo estas propriedades é chamada de produto interno em V.
VeJa Exemplo“da p[152| (fun¢bes), Desafio [5.3|da p[165| (matrizes), Desafio [5.4] da p[165| (R").
*Um produto interno em V' induz uma norma (tamanho do vetor) e uma distancia. Veja um exemplo de
norma no espaco vetorial das funcées na SegaoE 5.6| da p-
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Exemplo 5.1 Considere v = (1, 2, 3,4,0),w = (=1, 2, =3, 4, —5). Calcule
ed(v,w).

Solucdo: ||v|? =12 +22+ 32+ 4%+ 02 = = /30.
(viw) = (1)(=1) + (2)(2) + 3)(=3) + (4)(4) + (0)(=5) = -1 +4 -9+ 16+ 0 = 10.
dv,w)=/(1 = (1) +(2-22+B~(-3)2+ (4 -4+ (0~ (-5))?*=v65. =

AvIw)

Definicdo 5.5 (vetor unitario e normalizacdo) Diz-se que V é unitdrio se ||v|| = 1
(acento circunflexo é utilizado para indicar que um vetor é unitario). Dado v # 0, pode-
se verificar que Vv = ﬁv é unitario e tem a mesma direcdo e o mesmo sentido de v. Dizemos
que vV é a normalizacio de v.

Exemplo 5.2 Normalize o vetor v = (1, =2, 0, —2, 0) € R5.
Solugdo: Calculando ||v||* = (1)* + (=2)* + (0)* + (—2)* + (0> =1+ 4+ 1 = 9. Logo,
V|| =3. Assimv =v/3 =(1/3, —=2/3, 0, —2/3, 0). u

Lema 5.6 (ortogonalidade) Os vetores u,v € R" s3o perpendiculares entre si se, e so-
mente se, (u|v) = 0.
Utilizamos a notacdo u L v para indicar que u e v sdo perpendiculares entre si.

Prova: Considere o paralelogramo P de lados u e v. Temos as seguintes equivaléncias:

— u e v sdo perpendiculares entre si;

— P & um retangulo;

— comprimento das diagonais de P (|ju+v|| e ||[u—v||) sdo iguais pois (geometria eucli-
diana) um paralelogramo é um retangulo se, e somente se, o comprimento de suas diagonais
é igual);

— Jfut v = [Ju

— lu+ VP =

— (u+vju+v)=(u—-viju—-v);

— [[ul? + 2 (ulv) + v* = |[ul* = 2(u|v) + [|v]?* pelo Lema[5.2]da p[138]

— 2(u|v) = =2 (u|v) simplificando os dois lados da express&o;

— 4 (ul|v) =0;

— (u|v)=0. u

Definicdo 5.7 (vetores ortogonais) Dizemos que u e v sdo ortogonais se (u|v) = 0.

Assim vetores perpendiculares do R™ sdo ortogonais entre si.

Observacdo 5.2 Note que o vetor nulo é ortogonal a qualquer outro vetor, isto é 0 L v
para todo v.

[Observat;ﬁo 5.3 O angulo entre dois vetores é definido na Secdo[5.7] da p]155,

Teorema 5.8 (de Pitagoras generalizado) Os vetores u e v sdo ortogonais entre si se,

= [lull* + [Iv]*.
Prova: Pela definicdo de norma e as propriedades do Lema da pf138] [u+v|? =
(u+vu+v)=|ul>+2@|v)+]v|? Assim |[u+v|]? = ||ul|? + ||v]|* se, e somente se,

2 (u|v) =0, ou seja, se, e somente se, (u|v) = 0. n
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Definicdo 5.9 (conjunto ortogonal) Diz-se que o conjunto {vy,vs,...,Vv,} é ortogonal
se os vetores sdo dois a dois ortogonais ({(v;|v;) =0 Vi # j) ousep = 1.

Lema 5.10 (conjunto ortogonal & LI) Um conjunto ortogonal de vetores ndo-nulos é li-
nearmente independente.

Prova: Seja {viy,Vs,...,Vv,} ortogonal. Entdo

zp:aivi =0 = <vj Z%Vz> (v;]10) =
i=1

= Zaz‘<"j|Vz‘>=ij||VjH2=0 vy
i=1
= a; =0 Vj (jadquev,;#0.)

|
Definicdo 5.11 (conjunto ortonormal) Diz-se que o conjunto {vy,Vva,...,v,} é ortonor-
mal se, além de ser ortogonal, todos os seus vetores sdo unitarios, isto é, se
0sei+#j
v;|v;) =6;;, onde 6;; = D
(valvy) = by, onde 8y = { %0077

Exemplo 5.3 Verifique que {(1,0,1,0,1,0), (0,1,0,1,0,1), (—1,0,1,2,0,—2)} é ortogo-

nal em RS, Determine um conjunto ortonormal que gere o mesmo espaco.

Soluc3o: De fato, ((1,0,1,0,1,0)](0,1,0,1,0,1)) = 1(0)+0(1)+1(0)+0(1)+1(0)+0(1) =

0,

((1,0,1,0,1,0) |(=1,0,1,2,0,—2)) = 1(—1)+0(0)+1(1)+0(2)+1(0)+0(—2) = —1+1 =0,

((—1,0,1,2,0,—2)](0,1,0,1,0,1)) = —1(0)+0(1)+1(0)+2(1)+-0(0) +—2(1) = 2—2 = 0.
Para gerar um conjunto ortonormal, basta normalizar cada vetor. Como||(1,0,1,0,1,0)| =

V3 =1(0,1,0,1,0,1)| e [|(—1,0,1,2,0,—2)|| = v/10, um conjunto ortonormal é

{%(1,0,1,0,1,0), %(0,1,0,1,0 1), r( 1,0,1,2,0,-2)} n

5.2 Complemento Ortogonal

Definicdo 5.12 (complemento ortogonal) Seja H um subespaco vetorial. O comple-
mento ortogonal de H C R™ é o conjunto dos vetores ortogonais a todos os vetores de H,
denotado por H+ (lé-se H perp), definido por

Lt ={veR"| (v|ju) =0 paratodouc H}.

Exemplo 5.4 (exemplos no plano e espaco) Aplique a definicio acima e verifique a ta-
bela abaixo:
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Em H H+

R? eixo T eixo i

R? eixo y eixo x

R? aretay=u aretay=—x
R? 0 R?

R3 eixo x o plano yz (x =0)
R3 o plano zy (» =0) 0 €eixo z

R3 R3 0

Lema 5.13 (propriedades basicas do complemento ortogonal) Considere H C R™
um subespaco vetorial gerado por {u;,us,...,u,}. Entdo:

(a) H+ é subespaco vetorial:

(b) H- ={veR"| (vlw)=0,i=1,2,...,p};

Prova: (a) Como 0 & ortogonal a todo vetor, 0 € H*. Suponha que u,v € H*. Pela
bilinearidade do produto interno, (A\u+v|w) = A{u|w) + (v|w). Como u,v € H*,
(u|lw) = (v|w) =0 para todo w € H. Logo, (A\u+ v|w) = 0 para todo w € H, ou seja,
Au+veHt

(b)ySejaW ={veV | (vly)=0,i=1,2,...,p}. Comou; € H, & claro que H* C
W. Vamos mostrar a inclusdo contraria, isto &, que W C H*. Sejaw € Wev e H.
Como os ujs geram H, v = Zaiui. Pela bilinearidade do produto interno, (w|v) =

<W

A importancia do item (b) do Lema anterior & que caracterizamos o complemento orto-
gonal fazendo o produto interno com um namero finito de vetores. Isto permite calcular
o complemento ortogonal resolvendo um sistema linear, como mostramos no préximo lema.
Note que ele relaciona perpendicularidade com transposicdo de matriz.

Zaiui> = Zai (w|u;) =0 pois w € W implica que (w |u;) = 0. n

Exemplo 5.5 Dados 0 # u € R" e b € R, defina H = {x € R"| (u|x) = b}. Prove que
existe vo € H tal que H = vy + span {u}".

Soluc3o: Veja prova do Lema|2.29da p[b8, Isto mostra que H é a translacdo do complemento
ortogonal do espaco gerado por u. Pelo mesmo lema, dim(span {u}") =n — 1. |

Lema 5.14 (calculando complemento ortogonal) Dado H C R" subespaco gerado por

{uy,...,u,} obtemos uma base para H* resolvendo o sistema homogéneo ATv = 0, onde
T 7T T

A= wy u -+ u,
N \a

Desta forma, H = Im A e H+ = Nuc(A7T).

Prova: Segue pois sdo equivalentes:

—v e HY

— (v|u;) =0, parai=1,...,m (pelo Lema5.13| (b));
0 (u [v) —up —

— || = : = : v=Alv;
0 (u, |v) —u, =

— v € Nuc(AT). ]
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Observacao 5.4 Mais propriedades do complemento ortogonal sdo explorados no
Lema da p[15]]

Exemplo 5.6 Determine uma base para H* se:

1] ]2 2| {5 ] |0
(a) H = span 21,3 ; (b) H = span sl gl
s1 L4 4] |5 1
1 2
Solucdo: (a) Seja A = | 2 3 |. Pelo Lema |5.14 (base do complemento ortogonal),
3 4
resolvemos ATv = 0:
12 30 10 —1]0 ilf_;i?’
2 3 4|0 01 20 > S
1
—2 é base de H+.
1
1 21
. 2 31
(b) Seja A = 3 41 . Pelo Lemal|5.14 (base do complemento ortogonal), resolvemos
4 5 1
o sistema -
123477 0
ATv=o0=1]2345||Y]1=]0
1111]|° 0
w—
T 0 —1 —2 ] .
Escalonando totalmente A" obtemos 01 2 3 (a dltima linha zera). Fazendo
z=sw=t x=s+2ty=—2s—3t Logo, (x,y,zw)=s(1,-2,1,0) +(2,-3,0,1),
ou seja uma base é {(1,—2,1,0),(2,-3,0,1)}. |

[Observagéo 5.5 (Software Algébrico) Veja no Apéndice da p[245 como ca/cular}

complemento ortogonal com orthogonal_complement.

Lema 5.15 (menor distancia e ortogonalidade) Considere H um subespaco vetorial.
Suponha que exista'y € H tal que b —y € H'. Entdo d(y,b) < d(h,b) para todo
h € H, ou seja, y é o elemento de H mais perto de b.

Prova: Definau=b—-yev=y—hparaumh € H qualquer. Comoy—h € H, ulv

por hipétese. Pelo Teorema da pl139| (Pitagoras),
b —h|?* = [[u+v|* = [u]* +[[v[]* > [u]*= b -y

Assim d(y,b) < d(h,b) para todo h € H. |

Dado subespaco vetorial H C R", pode-se provar quel| existe um Gnico y € H com
a propriedade acima, conforme ilustra a Figura 5.2l Isto motiva a definicdo de projecdo
ortogonal.

! Pelo Lema[5.14, b —y € H™ se, e somente se, ATy = A”b, que possui solucdo tnica pelo Lema @
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Figura 5.2: Projecdo Ortogonal

Definicdo 5.16 (projecdo ortogonal) Dado H C R™ um subespaco vetorial e b € R",
existe um unico vetor y € H tal que d(y,b) é minimo. Dizemos que y é a projecdo
ortogonal de b sobre H e denotamos Pyb =y.

Veremos como calcular a projecdo ortogonal na Secdo [5.4) da p[148]

5.3 Aplicacao: Minimos Quadrados

Ja vimos (veja p[58|e Observacdo 3.4/ da p[70]) que o sistema linear Az = b tem solucdo(&es)
se, e somente se, b € Im(A). O que fazer quando b ¢ Im(A)? A resposta “o problema ndo
tem solucdo” pode ser insatisfatéria, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 5.7 Imagine, de forma super-simplificada, que um paciente deva fazer uma refeicdo
consistindo de arroz e carne, de forma a totalizar 150g de alimento com 450 Kcal e 25g de
gordura. Dado que 1g de arroz tem 2.5Kcal e 0.03g de gordura e que a mesma quantidade de
carne tem 3.1 Kcal e 0.21g de gordura, que quantidade de cada alimento deve ser ingerida?
Solucao: Seja v a quantidade de arroz, em gramas, e y a quantidade de carne. Precisamos
de uma solucdo para o sistema linear

T + y = 150 1 1]150
250z + 3.10y = 450 ou | 2.50 3.10 | 450
0.03z + 021y = 25 0.03 0.21| 25

Pode-se verificar, no entanto, que este é um sistema sem solucdo. Mas esta resposta ndo ha
de ajudar muito o nosso paciente!

Note que
1 1 a3 151
2.50 3.10 13 | = 445.3
0.03 0.21 24.87

Isto significa que 38g de arroz e 113 de carne é uma “quase-solucdo”: 151g de alimento (ao
invés de 150g), 445.3Kcal (ao invés de 450Kcal) e 24.87g de gordura (ao invés de 25g). Para
fins de alimentacdo, estes erros sdo totalmente aceitaveis. |
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Outras aplicacdes sdo a aproximacdo de dados por polindmios, extrapolacdo e suavizacdo
de dados. Veja em en.wikipedia.org/wiki/Linear_least_squares_(mathematics).

O que fazer quando b ¢ Im(A)?

Neste caso ndo existe z tal que Az = b. Assim d(Az,b) # 0 para todo z no dominio
de A. Observando a Figura [5.3] o melhor que podemos fazer é minimizar esta distancia:
determinar z tal que a distancia d(Az, b) assuma o menor valor possivel.

Figura 5.3: Minimos Quadrados

Definicdo 5.17 (solucdo de minimos quadrados) Uma ‘“quase-solucdo” do sistema
Ax = b, chamada de solucdo de minimos quadrados', é um vetor z tal que d(Az,b) <
d(Ax,b) para todo x no dominio de A.

Teorema 5.18 (minimos quadrados) Se z é uma solucdc® de AT Az = A™b, entdo z é
uma solucdo de minimos quadrados do sistema Ax = b.

Prova: Se ATAz = A™b, entdo AT(b — Az) = 0. Definindo H = Im A, pelo Lema
da p[141] H+ = Nuc(A7) e portanto b — Az € H*. Pelo Lema[5.15| da p- 142] d(Az b)
d(h,b) para todo h € H =Im A. Logo d(Az,b) < d(Ax,b) para todo x no domlnlo de A.

|
Relacido entre Projecao Ortogonal e Minimos Quadrados

Observacdo 5.6 Na linguagem da Definicao da p[143 (projecdo ortogonal) resolver
o sistema Az = b no sentido dos minimos quadrados equivale a resolver o sistema Az =
PIm( A)b, que sempre tem solucdo pois é claro que PIm( A)b € Im(A).
Se um sistema linear tem solucdo no sentido classico, entdo b € Im(A) e portanto
PIm b = b. O sistema Az = PIm b é idéntico ao sistema original Az = b. As
olug:oes de minimo quadrado comc:dem neste caso, com as soluces classicas. J

10 nome vem de minimizar a distancia, que é medida tomando a soma dos quadrados das diferencas entre

as coordenadas.
20 Lema dap prova que o sistema AT Az = ATb sempre possui solucio.
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1 2 3
Exemplo 5.8 Resolva, no sentido dos minimos quadrados, | 2 1 { N } =13
2 1| LY 5
1 2 3
Solucdo: ATAz = A™b : L 22 2 1 vl |22 3 | . Assim,
2 1 1 y 2 1 1
2 1 )
96 Tl 19 e portanto vl |3 u
6 6|y | | 14]CP Ly | T 23|
Observacdo 5.7 (Software Algébrico) Pode-se resolver problema de minimos qua-
drados com o Maxima. M: matrix( [1,2], [2,1], [2,11); b: [3,3,5]1;

Mt:transpose (M) ; Agora resolvemos o sistema com linsolve_by_lu(Mt.M,Mt.b);

Veja mais no Apéndice da p[245

Exemplo 5.9 Determine a equacdo da reta que melhor aproxima, no sentido dos minimos
quadrados, os pontos (1,6),(2,5),(3,7) e (4, 10).

Solucdo: Queremos determinar a,b, € R tais que a equacdo da reta y = ax + b é satisfeita
pelos quatro pontos. Assim queremos resolver o sistema (porque?):

—_ = = =

=W N
1
S R
—_
I
O g ot O

1

Este sistema ndo tem solucdo (verifique) e vamos resolvé-lo no sentido de minimos quadrados.
Assim vamos resolver:

11 6
1234121 |[a] _[1234]] 5
{1 11 1} 3 1 {b}_{l 1]_11 7
41 10

IR

Resolvendo obtemos a = 7/5 e b = 7/2. Assim a equacdo da reta y = (14x + 35)/10. Na

Figura apresentamos os dados e esta reta (Fonte: Wikipedia, File:Linear least squares
example2.svg). n

10H e epata

Figura 5.4: Aproximando pontos.
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Exemplo 5.10 P| Jogamos uma moeda 90 vezes e contamos o niimero de vezes que apareceu
cara apés 30, 60 e 90 jogadas. O resultado estd na tabela abaixo.

jogadas 30 60 90
caras 16 34 51

A moeda tem uma certa proporcdo m de caras com relacdo ao total de jogadas.Determine m.
Solucdo: Precisamos resolver o sistema abaixo que ndo possui solucdo (exata).

30m = 16

60m = 34

90m = 51
30
Isto porque o vetor b = (16,34,51) ¢ span{(30,60,90)} = ImA, onde A = | 60
90

Precisamos resolver ATAm = ATb. Assim, (900 + 3600 + 8100)m = 7110 = 12600m.

Assim m = % ~ 0.564. A reta com coeficiente angular m =~ 0.564, que melhor aproxima
os dados, é mostrada na Figura [ ]

caras
60
s
30 /
= = — jogadas
30 60 90

Figura 5.5: Jogando uma Moeda

Exemplo 5.11 A equacdo que modela um determinado fenémeno fisico é dada por f(t) =
at? + bt +c (por exemplo, f pode ser a posicdo de um corpo uniformemente acelerado). Com
o objetivo de se determinar os pardmetros a, b e ¢, uma série de experimentos sdo realizados,
com os seguintes resultados:

As posicées medidas foram:

t 1 2 3 4 5
f(t) 6.5 11.2 17.7 27.1 39.0

Determine os pardmetros a, b e ¢ que melhor ajustam os dados experimentais no sentido dos
minimos quadrados.

Soluc3do: Gostariamos que, para determinada escolha de a, b e c, fossem satisfeitas simulta-
neamente as equacoes

ax124+bx1+c=6.5 111 6.5
ax224+bx24+c=112 4 2 1 a 11.2
ax32+bx3+c=177 ou 9 3 1 b | =1 177
ax42+bx4+c=271 16 4 1 27.1
ax52+bx5+c=390 25 5 1 39.0

2Adaptado de [6].
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A solucdo aproximada é obtida resolvendo-se

[ 1 11 6.5
1 49 16 25 4 2 1 a 1 49 16 25 11.2
1 23 4 5 9 3 1 b|l=1]|123 4 5 17.7
111 1 1 16 4 1 c 111 1 1 27.1
| 25 5 1 39.0

979 225 551 [ a 1619.2 a 1.24

225 55 15 b|=| 3854 = b | ~ | 068

5 15 5| | ¢ 101.5 c 4.68

Para estes valores dos pardmetros, o modelo prevé que (compare com valores originais):

t 1 2 3 4 5
Ft) 6.6 11.0 17.88 27.24 39.08

Exemplo 5.12 [}| As cédulas de dinheiro de um certo pais tem médias diferentes de tempo
de circulacdo de acordo com o valor dados pela tabela abaixo. Quanto tempo vocé espera
que uma nota de 25 dure?

valor da cédula 1 5 10 20 50 100
tempo médio (anos) 1.5 2 3 5 9 20

Solucdo: Supondo que exista uma relacdo linear entre o tempo médio y em funcdo do valor
x da cédula, temos que determinar k e m de forma aproximada tal que y = k + mxz. Assim

k+1m = 15
devemos resolver o sistema : — 1, que é impossivel. Considere

E+4+100m = 20

(11 ] (1.5 ]
1 2
110 3 k
A=11 2 =15 Z_{m]
150 9
1100 | | 20 |

Determinamos os coeficientes k e m resolvendo AT Az = ATb com auxilio de software,
obtendo z = (1.05,0.18). Portanto, k = 1.05 e m = 0.18. O gréfico abaixo mostra a
reta aproximada y = 0.18x + 1.05 e os dados. Colocando © = 25 na equacdo da reta,
determinamos que a cédula deve durar 5.55 anos, isto é entre 5 e 6 anos. [

Exemplo 5.13 Considere os pontos (1,3),(3,2) e (6,1). Sabendo que devem satisfazer, de
forma aproximada ao modelo y = ae® + blog x, determine o sistema cuja solucdo aproxima
os coeficientes a,b € R.

3Adaptado de [6].
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tempo médio (anos)

20

15 _

10 . e ]
——t+—+—+—+— cédula
10 30 50 70 90

Figura 5.6: Tempo médio de duracdo da cédula

Solucdo: Devemos ter: 3 = ae! + blogl = ae, 2 = a® + blog3, 1 = ae® + blog6. Assim
queremos resolver o sistema (sobredeterminado):

el 0 a 3
e3 log3 [ b 1 =] 2
eb log6 1

Agora basta aplicar o método dos minimos quadrados a este sistema. |

Exemplo 5.14 (aproximando uma funcdo por um polindmio) Aproxime a funcdoy =
f(z) = e* no intervalo [1,10] por um polinémio de grau 2 e por um polinémio de grau 3.

Solucdo: Considere o polinémio de grau 2 p(x) = ax?® + bx + c. Queremos determinar
a,b,c € R tais que p(x) = f(x) para x € [1,10]. Nestes termos o problema nio é possivel,
mas podemos escolher alguns pontos no intervalo. Como séo trés variaveis (a,b,c) devemos
escolher no minimo 3, mas podemos escolher mais e resolver por minimos quadrados. Se

escolhermos 10 pontos 1,2, ...,10 obtemos o sistema com 10 equacdes e 3 varidveis
a+b+c =el,
4a+2b+c =é?
9a+3b+c =e3,
oA

| 100a + 100 +c¢ =elf,

que pode ser resolvido (no computador) com o método dos minimos quadrados.
Podemos fazer algo semelhante com polinémio de grau 3 (ou qualquer grau: faca isso)
p(z) = az® + bx® + cx + d e obter um sistema com 10 equacdes e 4 varidveis:

a+b+c+d =el,
8a +4b+2c+d =e2,
1000a + 100b + 10c +d = €',

que pode ser resolvido (no computador). A matriz obtida é chamada de matriz de Vander-
monde (ver Wikipedia). n

5.4 Aplicacao: Projecao Ortogonal e Reflexao

Convidamos o leitor a se familiarizar com uma projecdo ortogonal¥| através da Figura
da p[97 e da Definicdo da pl143| Até agora n3o detalhamos como calcula-la. Vamos

* Veja também projecdo obliqua no Desafio [5.1| da p165]
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fazer isto agora.

Lema 5.19 (como calcular projecdo ortogonal) Considere H = span{vy,..., vy} C
T 7 T

R™ Defina A= | vi vy --- vi |. Dado b € R", sua projecdo ortogonal Pyb = Az,
Lod 4

onde z € R* é solucdo do sistema AT Az = ATb (um problema de minimos quadrados!).

Prova: Projetar ortogonalmente (Definicdo[5.16|da p[143) significa obter coeficientes z; € R
que minimizam a distancia entre os vetores Y z;v;i € H e b. Assim queremos determinar
z; € R tais que d(>_ z;v;, b) seja minimo.

Definindo z = (21,...,2), temos Az = Y z;v;. Pelo Lema[5.15| da p[142] minimiza-se
d(Az, b) tomando z tal que Az — b € H*. Pelo Lema [5.14|da p{141| basta que Az — b €
Nuc(AT), ou seja, que AT Az = ATb e Pyb = Az. N

Lema 5.20 (formula da reflexdo) Se H C R"™ é um subespaco vetorial e Py a projecdo
ortogonal neste espaco, a reflexdo Ry em torno de H é dada por Ry = 2Py — I, onde I é
a identidade.

Prova: Veja Figura .7} ]
span H+ |
(I — Py)bg b= Pyb+ (I — Py)b
" Pyb spz;n[-[

Figura 5.7: Se Py é projecdo ortogonal em H, reflexdo Ry = 2Py — 1.

Exemplo 5.15 Calcule Pyb (projecdo ortogonal em H) e Ryb (reflexdo em torno de H)
seb=(2,0,0) e

2 1
(a) H = span 3 (b) H = span 2
] 4 3
1 2
Solucdo: (a) Definindo A= | 2 3 |, devemos resolver:
5
1 2 2
ATAz:Hgﬂ 2 3 z:ATb:[;gﬂ 0
3 4 0

e[ > e [N
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12 5/3
Portanto, Pub = Az — | 2 3 { _1;?2} | 23
3 4 ~1/3
5/3 2 4/3
Como Ryb = (2Py — I)b = 2Pyb —b, Ryb == 2| 2/3 | — | 0 4/3
~1/3 0| -2/3
1
(b) Definindo A = | 2 |, devemos resolver: AT Az = ATb. Como ATA = 14, ATb = 2,
3
1/7
z = 1/7. Portanto, Pyb = Az = | 2/7
3/7
1)7 2 “12/7
Como Ryb = (2Py — )b =2Pyb—b, Ryb=2|2/7 | — |0 |=| 4/7| m
3/7 0 6/7

. ~ . ~ L T T
projecdo ortogonal na direcio v # 0 é: Pipanivy = W =

vV
vliv:

E)bserva(;ﬁo 5.8 Refaca o exemplo anterior item (b) para provar que que a matriz de]

1 4 2
Exemplo 5.16 Considere H = span 2|, 1 eb=| 0 |. Calcule Pyb.
3 —2 0
1 4
Solucdo: Definindo A= | 2 1 |, devemos resolver:
3 =2
1 4 2
ATAz:li? _3} 2 1 z:ATb—Hf _g} 0
3 =2 0
14 0] [2] IR VA
021”7 | 8] 27 821 |
1 4 1 1 4 5/3
1 8
Portanto, Ppb = Az = | 2 1 { 8%: = - 2 | + 21 1| = 2/3 1. =m
3 =2 . 3 -2 -1/3

. . . R
Q)bservagéo 5.9 (Software Algébrico) Veja no Apéndice da p[245 como calcular
\uma projecdo e uma reflexdo com o Maxima. )

Projecao em Bases Ortogonais \
Observacdo 5.10 Se a base de H é ortogonal, o produto AT A serd uma matriz diagonal
(porque?) e o sistema AT Az = ATb podera ser resolvido facilmente. Isto ocorreu no
exemplo anterior.
Projecao em Bases Ortonormais
Neste caso AT A = I (identidade). Assim z = ATb e portanto Pyb = Az = AATD.
oncluimos que Py = AAT se a base de H é ortonormal.
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5.5 xMinimos Quadrados e Projecdo: Teorial

Lema 5.21 (propriedades do complemento ortogonal) Considere H C R™ um subes-
paco vetorial. Ent3o:
(a) HN H+ = {0}, (b) H+ H+ = R,

Prova: (a) Sev e Hn H*, entdo ||v]|?> = (v|v) =0, o que implica que v = 0.

T T
(b) Suponha que a base de H & {uy,...,u,}. Defina A = [ u --- u, |. Assim
3 1

H = ImA. Pelo Lema [5.14| da pJ141, H* = Nuc AT. Assim dim(H"') + dim(H) =
dim Nuc AT + dimIm A. Pelo Lema [4.15 da pJL04] (dimensdo do espaco-linha ¢ igual a
dimensdo do espaco-coluna), dimIm A = dimTm A”. Assim dim Nuc AT + dimIm A =
dim Nuc A" + dim Tm A”. Agora pelo Teorema da p[102] (Teorema do nticleo-imagem)
dim Nuc A" + dim Im A" = n, pois o dominio de A7 é R". Se {vy,...,v,} & base de H+,
por (a) {uy,...,upy,vy,...,v,} €Ll ecomop+q=mn geram o R". [ ]

Lema 5.22 (existéncia de minimos quadrados) Dada uma matriz A qualquer e b um
vetor qualquer (compativel com a dimensdo de A de modo que o sistema faca sentido), o
sistema AT Ax = ATb sempre possui uma solucdo x,. Mais ainda y, = Axq é ainico (mesmo
que exista mais de um xq solucdo).

Prova: Defina L : ImA — Im AT como a restricio de A” ao subespaco vetorial Im A.
Assim L. = AT em Im A. Vamos provar que L é uma bijecdo linear. Injetividade: Pelo
Lema da pf141] Nuc(AT) & o complemento ortogonal da Tm A e pelo Lema (a),
Im ANNuc(AT) = 0. Logo Nuc L = Nuc(AT)NIm A = 0. Sobrejetividade: Pelo Lema
da pf104 dim(Im A) = dim(Im AT). Assim ImL C Im A7 e, pelo teorema do niicleo
imagem, possuem mesma dimensdo. Logo Im L = Im A”. Assim, para todo k = A”b €
Im A", existe um Gnico y, € Im A tal que ATy, = k € Im A”. Como y, € Im A, existe
pelo menos um x, tal que Ax, =y, e portanto AT Axy = ATy, =k = ATb. [

5.6 *Aplicacao: Aproximando Funcodes por PolinGmios
(ou outras funcdes)!

Para dizer que uma funcdo esta préxima de outra precisamos definir distancia entre funcdes.
Uma forma de fazer isto é definir um produto interno no espaco vetorial das funcées e, com
este produto interno, definir norma, distancia e ortogonalidade entre funcdes, tal qual fizemos
na p/138]

A definicdo mais comum de produto interno em espacos vetoriais de funcdes é feita por

uma integral. Nos concentramos em um intervalo [a,b] C R e definimos o produto interno
b

entre duas fung()e fyg i [a,b] = R por (flg) = f(s)g(s)ds. Este produto interno

possuira todas as propriedades do Lema[5.2|da p[138] Este produto interno induz uma norma
de funcdo pela Definicdo [5.3| da p[138] e uma distancia entre funcdes pela Definicdo [5.4] da

LA leitura desta secdo é opcional.
STecnicamente funcées quadrado integraveis com relacdo a integral de Lebesgue. O leitor aqui pode pensar
em funcdes continuas ou continuas por partes.
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[e]

p{13

| Assim ||f\|2:/b(f( )2ds e e d(f,g) = \/(/ 1£(s) ]2ds). Esta norma e

a distancia possuirdo todas as propriedades da Observacdo 5.1] da p.-.

1
Exemplo 5.17 Verifique que (f |g) = / f(s)g(s) ds satisfaz todas propriedades do pro-
-1
duto interno do Lemal[b.2 da p.

Solucdo: A simetria decorre de f f(s)g(s)ds = [, g(s )ds A bilinearidade decorre
da linearidade da integral: [ (af(s) + g(s))h(s)ds = af F(s)h(s)ds + ['| g(s)h(s)ds.
A positividade é mais delicada. Se f ndo é nula, entdo, por Contmwdade, ela é ndo nula num
certo intervalo ndo-degenerado. Com isto, f_ll f?(s)ds > 0. n

Exemplo 5.18 Considere o produto interno do Exemplo e as funcdes f(t) =12, g(t) =
1—t, h(t) = 3t.

(a) Determine || f], ||gll e (f]g)-
(b) Mostre que f e h sdo ortogonais.

(c) Determine h um miiltiplo de h tal que ||h| = 1.
1 1 1
Solucdo: (a) Como || f|*> = / fAt)dt = / (t*)? dt = / (Y dt = t°/5|1, = 1/5 —
1 1 1
(-1/5) = 2/5. Logo, /]| = V25 |
Como ||g]|? :/ 22 (t) dt:/ (1—t)2dt:/ (=2 +2)dt = (t—L2+13/3)[, = 2.
—1 1 1
Logo, ||g]l = V2. 1 1
Calculando (fg) — / 2(1— ) dt = / (12— 3y dt = ()3 — £ /)L, = 2/3.

1
) Coewlondo, (1g) = [ st = [ #star = [ sear = sy, =
—1 —1
3(1)*/4 - 3(—1)*/4=3 -3 =0.

(c) Como, ||g|I* = /_11 fA(t)dt = /_11(3t)2dt = /1 92 dt = 3t°|1, = 3(1)° — 3(=1)* =

-1

3+ 3 =6. Portanto, ||g]| = V6. Logo tome g = g//6 = 3t//6. |

Como determinar uma funcio préxima de outra?

Vamos explicar por um exemplo concreto: Como determinar o polindmio p(x) = az*+bx+c
mais préximo de uma fungdo f(z)?
Considere pi(z) = 1, po(x) = z, p3(x) = 22,
polinémios de grau maximo 2.
Queremos minimizar d(p, f) para p € H. A solucdo é tomar p = Py f, que minimiza
a distancia pois & a projecdo ortogonal de f no espaco H. Pelo Lema da p[142

— f € H* (ortogonal a H). Assim devemos ter (p — f|p;) = 0 para i = 1,2,3 pois
{p1,p2,p3} € base de H (similar ao Lema da p[141). Como temos trés variaveis
a,b,c € R e 3 equacdes, podemos determinar seus valores. Estude os Exemplos e
B.20 e releia esta caixa.

uma base para o subespaco vetorial H dos

Exemplo 5.19 Considere o produto interno do Exemplo[5.17 da pl15J e as funcdes fi(t) =
1, fo(t) = t, f3(t) = 3t* — 1. Verifique que {fi, fo, f3} € ortogonal. Considere Hy o espaco
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gerado por { f1, f} e Hs o espaco gerado por { f1, f2, f3}. Se ¢(t) = exp(t), determine Py, ¢
e PH3¢-
Solucao: Veja no Apéndice da p246 como resolver no Maxima problema semelhante.
Deixamos para o leitor verificar os produtos internos: (fi|¢) = e —e™t,  (filf1) =
2, (filfe) =0, (f2lfs) =0, (filfs) =0, (fold) = 27", (folfo) = 2/3,
(f310) =2¢" —Ue™', (fs|fs) =8/5.
Agora vamos determinar Py,¢ = af; + bfy = p. Precisamos que (p — ¢ |f;) = 0 para

1=1,2. Ou seja,
{ (plfi)={olf1),
<p\f2> = <¢|f2>-

Assim,

{ (afi +bfa|fr) = (D]f1),
(afi +bfa|f2) = (D]f2) -

Ou seja,

{ a(filfi) +o(falfr) =(o|f1),
a{filf2) +0{falfe) = (¢ ]f2).

Como ja calculamos os produtos internos obtemos o sistema

2a + 0b =el —e!
{ Oa+2/3b =2t
Resolvendo obtemos a = (¢! —e™')/2 e b = 3e'. Assim Py, ¢(t) = af; + bfs = (e! —
e 1) /2 + 3elt.
Agora vamos calcular Py, = afy + bfs + cfs = p. De forma analoga precisamos
determinar a,b,c € R tais que:

alfi|fi) +o(falfr) +c{falfr) ={(o|f1),
alfilfe) +0{fa|fo) +c(f3]f2) =(P|f2),
a(filfs) +0{falfs) +c{fslfs) ={(o|fs).

Como ja calculamos os produtos internos obtemos o sistema (a ortogonalidade da base facilita
muito!)

2a 4 0b + Oc =el —e

Oa+2/3b+0c =2, :

Oa +0b+8/5c = 2e! — 14e7L.

Resolvendo obtemos a = (e' —e™1)/2, b = 3e' e c = 5/4(e! — Te™!). Assim Py, ¢(t) =
afi +bfa+cfs=(e' —e 1) /2+3elt +5/4(et — Te 1) (3t? — 1). Observe na Figura|5.8 que
Py, é razoavel e que Py ¢ é praticamente idéntica a funcdo ¢. Para perceber a melhora no
erro utilizando Py,, compare os erros ey e e3 mostrados na figura. [

Exemplo 5.20 (série de Fourier) Vamos aproximar a funcdo f(x) = e, no intervalo
0, 1], por uma func¢do da forma a; sin(mwx) + ag sin(2wx) + - - - +a, sin(nwz). Para isto consi-

1
deramos, no espaco vetorial das funcdes continuas, o produto interno (g |h) = / g(t)h(t)dt.
0

O que estamos procurando é a projecdo ortogonal de f sobre H,, o espaco gerado por
{s1,82,...,8,}, onde s,(x) = sin(nmz).
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¢(t) = exp(t)

PH3¢(t)

| .
63(t) = PH3¢(t) - ¢(t)

ot es(t) = Puyo(t) — 9(1)

Figura 5.8: Aproximacdo de ¢ por Py,¢ e Py, ¢ e erros

Solucdo: Pode-se verificar as seguintes férmulas:

1
/ sin(kymt) sin(komt)dt =0 VY ky # ko,
0
' k(e — (=1)%)
—t . .
/0 e ' sin(kmt)dt = (LT ko)

! 1
/ sin?(kwt)dt = .
0 2

Fazendo as contas (com auxilio de softwares de célculo) podemos calcular Py, f(t) e Py, f(t).
Veja na Figura o grafico de [ e as projecées ortogonais em H, e Hyy com os respectivos
erros.

Veja na Wikipedia Séries de Fourier.

, 64<t) e elo(t)
V() = exp(—t) ||

\
1
\
\|

!

t \‘/\ A \/\ /\:/ t
Pu,f(t) € Py, (1) AN

I
-/

Figura 5.9: Aproximacdo de f (pontilhado) por Py, f (tracejado) e Py, f (continuo) e erros
es = Py, f — [ (tracejado) e e1g = Py, [ — f

(continuo)
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5.7 *Cauchy-Schwarz e Angulo!

A Lei dos Cossenos, aplicada ao triangulo cujos lados sdo u,v e u — v, onde 6 é o angulo
formado por u e v (que pode ser pensado igualmente em R? ou R?), diz que ||u — v||? =
[l + [[v[|* = 2[[ul[[|v]| cos . Como [[u—v|* = (u = v[u—v) = [[ul|* =2 (u|v) + [[v|?
igualando os dois lados e cortando os termos |[u|? e ||v||?> obtemos para u e v ndo-nulos que

cosf = {uv)

[[al[{lv]]
Estas idéias podem ser generalizadas através de um importante resultado envolvendo o
produto interno e a sua norma associada, a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 5.23 (de Cauchy-Schwarz) Seja V' espaco vetorial, (-|-) produto interno e ||- ||
a norma associada. Para todou,v € V:

| (u|v) | < luf|v].
Prova:—Paratodo 7 cR;
0<|u+azvl]® = (ut+avju+av)
= (ufu)+2z(ulv) +2*(v|v)
|ul|? + 2z (u|v) + 2°%||v]|* Vz€R.

Como o lado direito é uma equagdo do segundo grau p(z) com p(x) > 0 para todo z,
p(z) = 0 deve ter no maximo 1 raiz e portanto A < 0 (porque?). Logo A = 4(((u|v))? —
(J[al[[v])?) < 0 e portanto ((u|v))? < (|lull|[v]|)?. Tomando v/ dos dois lados, e como

k? = |k|, chegamos ao resultado. n

Corolario 5.24 (desigualdade triangular) Para todo u,v € V (ver Figura[5.10):

la+ vl < ffuf] + [}v].

+v
Figura 5.10: Desigualdade Triangular
Prova: De fato,
lu+vl*=(u+tviu+v)=(afu)+2lv)+(vv)=[ul*+2|v)+ ]
Usando Cauchy-Schwarz,

o+ v < al* + 2fall[v]l + vl = (al + v

|

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos garante que, num espaco com produto interno,

se u e v s3o vetores n3o nulos, entdo M <1 e portanto —1 < M < 1. Isto nos
[[alf{|v]] [Jal[{v]]

permite definir o angulo entre dois vetores (mais exatamente, o cosseno deste angulo).

LA leitura desta secdo é opcional.
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Definicdo 5.25 (angulo entre vetores) Dadosu,v € V, definimos o dngulo 6 € [0, 180°]

entre eles como a solucio de
ulv
cosf = (ufv)

lulllivil

Em particular se (u|v) = 0, entdo 0 = 90° (sdo ortogonais).

5.8 *Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt!

Dado um conjunto de vetores que gera H,
como determinar um conjunto ortogonal que gera H?

A resposta é dada pelo Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. Vamos ilustrar o
caso geral ortogonalizando {vy, vy, v3}. De fato, vamos ver como determinar constantes &,

f e 7 tais que os vetores

u; = Vi,
Uy = V2+5&Ll1,

uz = v3+§u1—|—§u2,

sejam ortogonais entre si. Note que (porque?) span{uj,uz,us} = span{vy, vy, v3}. A
exigéncia de que {u;, uy, us} seja ortogonal nos permite determinar os coeficientes &, [ e 7.
De fato,

U2:V2+&u1 _ _ <V2’u1>

= + =0 = a=————~,

(uz [ug) =0 } (va[ur) +a (u fur) 0= T
u3=V3+gu1+7u2 N N o
o) 0§ (et B ) 07—,
(ug|uy) =0 1ug
u3:V3+§ul+§UQ vola
o) =0 b = (el Tl =0 5 5ol
(g Jug) =0 2 U2

Assim devemos definir:

u; = Vy,

U = Vy— <V2 ‘u1>u

U; = vg— (vs|w) L <V3\u2>u2_
(up Jug) (uz [uy)

Este procedimento pode ser generalizado (veja Teorema da pJ161)) da seguinte forma:

LA leitura desta secdo é opcional.
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Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Dados {vy,va,...,Vv,} defina {u;,uy,...,u,} por
u; = Vi
_ (valup)
U = Vo — uy;
(ug [uy)
U = vs— <V3’u1>ul _ (vs uz) )
(ug [up) (uz [us)
(vpur) (vpuz) (vp [up-1)
uy, = V,————— U — ———Uy — ... — ———————u,_;.
’ T(w ) ' (uz [u) ’ (wpo1 [up) ” '
Entdo {u;,us,...,u,} é ortogonal e span{u;, uy, ..., u,} = span{vy, va,..., Vv, }.

Vamos apresentar exemplos. Ao final desta Secdo vamos relacionar este processo com
projecdo ortogonal e provar que o método funciona.

Exemplo 5.21 Determine uma base ortogonal para

1 2 3 0
! 2 2 3 4 3
(a) H = span 21,13 e (b)W = span , : :
3 4 3 4 ) 4
0 0 0 )
(c) Determine base ortonormal para W.
Solucdo: (a) Por Gram-Schmidt,
R
u = 2 e
L 3 -
11T 1]
. < e >
2 ) 3 1 21 o[ 4/7
wu = |3 | - —F—5 2 =3|—-=|2|=| 1
4 < L11L > 3 4| 13 97
- 2 2
- 3 - - 3 -
1 4
Assim, 21, 1 é base ortogonal de H.
3 —2

(b) Por Gram-Schmidt,

u; =

O W N
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2 1
3 2

2 < 4 3 > 1 2 1 4/7
u:3__0__0_2:3_@2:1/7
2 4 17 (1] 3 4 14| 3 —2/7
0 2 2 0 0 0 0

{HIH)

_O_ _O_

Poderiamos usar u, exatamente como calculado acima. Mas podemos, por conveniéncia,
eliminar as fracbes e usar

4
1
Uy = .
0
Temos agora
(3] [ 1] 3 4
4 2 4 1
3 5 3 1 5 —2
4 0 0 2 0 0 1
’ 5 1 1 3 4 4 —
0 2 2 0 1 1 0
3 3 -2 -2
L O[O 0 0
3 1 4 0
B 41 2612] 6 1{ (0
N 5 14| 3 21 =2 |0
0 0 0 0

Este resultado, uz = 0, revela que vs é combinacdo linear dos vetores anteriores. Assim,
W = span {vy, vy, v,}. Basta ortogonalizar este conjunto, reduzido em relacdo ao original.
u; e Uy ja foram calculados. Agora,

0 1 0 4
3 2 3 1
0 4 3 1 4 —2 4
3 | 5[0 ] 2 ) 0
wyy = 4 - - 1 = - 1 B 3 4 —
5 2 2 0 1 1 0
3 3 -2 -2
L0 ][O ] 0 0
0 1 4 —1
o3 o2 5| 1] 1| 2
= {4l |3 Tal 2|73 41
5 0 0 15
—1
. 2
Como anteriormente, faremos u, = _1
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Desta forma, temos que

1 4 -1
2 1 2
3|17 -2 (7| -1
0 0 15

é base (pelo Lema da p[140) ortogonal de W

(c) Para uma base ortonormal, basta normalizar estes vetores.

jw| = VI24+22+32+02=V14
Jug| = V4A2+12+422+02 =21
|wl = V124224124152 = /231
1 4 -1
1 ) 1 1 1 )
Vida | 3 | 7VR1 | -2 | TVve31 | -l
0 0 15
é base ortonormal de W . ]

[Observagéo 5.11 (Software Algébrico) Veja no Apéndice[B.13 da p[247 como utilizar
gramschmidt no Maxima.

Vamos relacionar a Projecdo Ortogonal e o Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.
Primeiro vamos provar uma férmula explicita para projecdo ortogonal quando a base é orto-
gonal. Releia a Secdo da p[148| para recordar como calculamos a projecdo ortogonal.

Teorema 5.26 (projecdo em base ortogonal) Se v = {u;,u,...,u,} é base ortogo-
nal de H, entdo

b
Pyb < |u>u.
(ufu)
T 7 T
Prova: Defina A= | u uy --- u, |. Pela Secdo |5.4{da p|148, Pyb = Az, onde z &
AN )
solucdo do sistema AT Az = ATb. Como a base é ortogonal AT A & uma matriz diagonal.
(uy [uy) (bluy)
Mais precisamente, AT A = . Aléem disso ATb = :
(up [uy) (bluy,)
Assim se z = (21, ..., 2p),
(up [uy) 2 21 (ug fuy) (b |u)
(up uy) Zp zp (U [uy,) (bu,)

(b |u;) - (blui)
Logo z; = e portanto Pyb = Az = Z z;U; Z ; [
i=1

<ui |uz> uz |uz
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Exemplo 5.22 Determine Pyv se v = (2,0,0) para cada H abaixo (as bases sdo ortogo-
nais):

1 4 1
(a) H = span 2 |, 1 (b) H = span 2
3 -2 3

Soluc3o: (a) Calculamos esta mesma projecdo resolvendo um sistema linear no Exemplo|5.16
da pl150. Compare e veja que é a mesma conta com outra notacdo. Aplicando o Teorema(5.26

da p[159;

Pyv = <V|111>u1Jr <V|112>u2
(ug Juy) (u [uy)
(2717 2 4
Lo Jlls]/ ], LMoL - X
SEI E DA I
2 2 1 1
3 ][] 3] — —
1 4 5/3
_ 2 2 +§ 1| = 2/3
14| 5 21 | _, 13

(b) Calculamos esta mesma projecdo resolvendo um sistema linear no Exemplo da
pl149 Compare e veja que é a mesma conta com outra notac3o.

1111 ]
< v 2 > 1 1 1/7
PHV:<V|u1>u1: :O: :3: 2 :E 2 | = 2/7
2 2
_3_ ._3_

Bases ortogonais s3o convenientes porque é ficil se determinar as coordenadas nesta base
(veja Definicdo da pJ118]) de um vetor dado, sem a necessidade de se resolver um sistema
linear.

Corolario 5.27 (coeficientes de Fourier) Seja § = {vy,va,...,Vv,} base ortogonal de

n
(ulv;) obtemos que Z&ivi = u. Desta forma,
(vjlvi) =

V e sejau € V dado. Definindo o; =

[ulg = . Chamamos os «; de coeficientes de Fourier de u com relacdo a base

ortogonal 3.
mn
Prova: Se u € V é claro que P,u = u. Do Teorema anterior, Pyu = Zaivi com
=1

(ulv;)

v;lvs) .

o; =
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Teorema 5.28 (processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt) Dados vy, ..., v,
defina de forma indutivau, = v, e parak=1,...,p— 1:

Hj, = span{uy,...,u;}; Upy1 = Vi1 — P Vi
Entdo {uy,...,u,} é ortogonal e span{uy,...,u,} =span{vy,...,v,}.

Prova: Pelo Lema da pl151} H + H* = R" e HnN H* = {0}. Logo (porque?)
PHk + PHkL = J. Assim PHlek-i-l = (I - PHk)Vk-H = Vg1 — PHka—i-l- LOgO Uk+1 =
PHklka. Portanto, por construcdo o conjunto span {ul,...,up} é ortogonal pois cada
vetor acrescentado pertence sempre ao complemento ortogonal do espaco gerado pelos vetores
anteriores.

Vamos mostrar que H, = span{vy,...,v,} por inducdo. E claro que H; = span {v,}
pois u; = vy. Suponha, por hipétese de inducdo(Hl), que Hy = span{vy,...,v,}. Assim
uy41 € igual a soma de vy1 e um elemento de Hy (Pp, Vi41), com Hy, =span{vy,..., vy}
por HI. Assim ug,; € span{vy,..., vk, Vii1}. De forma analoga concluimos que vy €
Hyi1. Portanto, Hy, 1 = span{vy,..., Vg, Vii1}.

Calculamos Pp, v 1 usando o Teorema da p[159| pois Hj, = span{uy,...,u;} &
ortogonal. Ver na p[157] o Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt. ]

5.9 Exercicios de Produto Interno

5.9.1 Exercicios de Fixacao

Fix 5.1: Considere u= (1, 1, 1, 1) ev=(-2, 2, =2, 3).
(@) [ul=_ (b) (ulv)=_5 ()du,v)=_;
(dy w=___ se w tem mesma direcdo que u e é unitario.
Fix 5.2: Determine se é Verdadeiro ou Falso:
(a) todo conjunto ortogonal é ortonormal;
(b) todo vetor ndo-nulo pode ser normalizado;
(c) um conjunto ortonormal de vetores é sempre LI;
(d) (v|Aw) = A{v[w);
(e) [[AV]l = Allv.
3:Se W &
) oeixoy em R? entdo Wt éareta_ (y=2,y=02=0,y=—z);
Jaretay=xemR? entdo Wt éareta_ (y=2,y=02=0,y=—z);
)
)

Fix

c) o eixo y em R?, entdo W+ éo (plano; eixo) __ (z, y, z, xy, yz, x2);

(
(
(
(d) o plano yz em R?, entdo W+ é o (plano; eixo) __ (z,y, z, xy, yz, x2).

(a) Se H =Tm A, entdo H+ = (Nuc A, Nuc(AT), Im(AT));
(b) d(h, b) ____ (<, >, <, >) d(Pyb, b) para todo h € H;
(c)SezecWed(z, v) <d(w, v) para todo w € W, entdo z =

d

Fix 5.4: Complete as lacunas:
a
b

Fix 5.5:Se z é solucdo de minimos quadrados de Ax = b, entdo é sempre verdade que:
(A) Az =b; (B) |lz—b| =0; (C) [[z—b] > 0; (D) P42z =b; (E) Prpyab =2

102.0ut.2012 23h
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Fix 5.6: Se z é solucdo de minimos quadrados de Ax = b, entdo
d(Az,b) (<,>) (d(Ax,b), d(x,b)) para todo x.

Fix 5.7: Complete as lacunas com Py, Ry, I ou 0, onde Py é projecdo ortogonal em H e
Ry reflexdo em torno de H.

(e Ry=__ (ORy=__ (g) Pulur=__,

Fix 5.8:Sabendo que P é:
(a) projecdo ortogonal no eixo y, P(x,y,z) = (__,_,_ );
(b) projecdo ortogonal no plano zy, P(x,y,z)=(__,_,_ );
(c) reflexdo em torno do plano zz, P(z,y,2)=(_,_, ).

Fix 5.9: Sabendo que P é projecdo ortogonal em H e R a reflexdo ortogonal em torno de H
podemos afirmar que:
(A\R=2P—-1, (B)R=P-1, (OR=I1I-P; (D)R=2I-P.
Fix 5.10: Dado H subespaco vetorial:
(a) Nuc(Py)=_; (b) Im(Py)=_;
Fix 5.11: Complete as lacunas com I, —I ou 0. Considere T : R? — R2. Se T é&:
(a) projecdo ortogonal no eixo = seguido de projecdo ortogonal no eixo y, entdo T =__;
(b) reflexdo em torno do eixo x seguido de reflexdo em torno do eixo x, entdo T =__;
(c) reflexdo em torno do eixo z seguido de reflexdo em torno do eixo y, entdo 7' =__ .

5.9.2 Problemas

Prob 5.1: Determine se os conjuntos abaixo sdo ortogonais:

ST TN L
(a) 4 1,121, —4 ; (b) , ,
3 ] 7 1 -3 7
3 4 0
[ 4] -3
Prob 5.2: Calcule a distancia entre os vetores 3]e| —1
-3 2

Prob 5.3: Determine uma base de H*, onde
(a) H & a reta em R? dada por 2z + 3y = 0;
(b) H é o plano em R? dado por x —y + 2 = 0;
(c) H =span{(1, 3, 1),(3, 1, 2),(2, =2, 1)} C R%;

0 0 0
—2 1 2
(d) H = span -2 1,111, 2 C RR5.
1 0 -3
-1 2 -5

Prob 5.4:Sejam P : R* — R* a projecdo ortogonal na reta gerada por (1, 0, —1, 0) e
R : R* — R* a reflexdo em torno desta mesma reta. Calcule

(a) P(x,y,z,w); (b) R(z,y,z,w).
Prob 5.5: Determine as matrizes das TLs 7" : R” — R™:

(a) n = 2, projecdo ortogonal na reta {(2t, —t) € R?; para t € R};

(b) n = 2, reflexdo em torno da reta = + 3y = 0;

(c) n = 3, projecdo ortogonal sobre o plano = = z.
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Prob 5.6:Seja 7' : R® — R3 uma rotacdo em relacdo ao eixo (1, 0, 1). Sabe-se que
T(0, 1, 0) = (=1/v/2, 0, —1/+/2). Determine o angulo de rotagso.

Dica: pense no plano perpendicular ao eixo de rotacdo.
Prob 5.7: A forca aplicada numa mola e sua distencdo estdo relacionadas por uma relacio
linear. Para determinar esta relacdo para uma certa mola fizemos medidas de distensdes e
obtemos a seguinte tabela:

forca aplicada y (N) distencdo = (cm)

0,5 0,6
1,0 0,9
15 1,7
2,0 2,1
2,5 2,4

Monte o sistema (sobredeterminado) que determina a, b da reta y = ax + b e resolva por
minimos quadraticos.

Prob 5.8: Determine a reta que melhor se ajusta aos seguintes pontos: (0, 1.1), (1, 2.1) e
(2, 3.0).

1 3 3 7
. 3 3 0 1
Prob 5.9:Sejam H = span , , e v = . Calcule Pyv
0 -1 3 3
1 —1 -3 1
(projecdo ortogonal em H) e Ryv (reflexdo em torno de H).
3
Prob 5.10: Determine a melhor aproximacio de _2 por vetores da forma
3
2 1
—1 1
al o +b 0 , com a,b € R.
1 —1
1 10 1
. 1 10 3
Prob 5.11:Seja A = L0 1 eb= g
1 01 2

(a) Determine o conjunto-solu¢do do problema de minimos quadrados associado ao sistema
linear Ax = b;

(b) Use o item anterior para calcular PIm(A)b- (Dica: vocé pode usar qualquer soluco
do problema de minimos quadrados.)

5.9.3 Extras

Ext 5.1: Determine uma base para H+ se:
(a) H =span{(1, =3, 1, 2),(2, —1, 2, 0),(—4, =3, —4, 4)} C R%
(b) H é a intersecdo dos planos z —y —z2=0e2x —y+ 2 =0;
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(c) H é a reta em R? parametrizada por (z(t), y(t), 2(t)) = (2t, —t, 3t);
Ext 5.2: Determine as matrizes das TLs 7" : R" — R™:
a) n = 2, projecdo ortogonal na reta 2z — 4y = 0;
b) n = 2, projecdo ortogonal na reta span {(0, —2)};
c) n = 2, reflexdo em torno da reta 2z — 4y = 0;
d) n = 2, reflexdo em torno da reta y = 3.

e) n = 2, projecdo ortogonal na reta y = x seguida de rotacdo de 45°;
. z—w = 0
f) n = 4, projecdo ortogonal sobre o plano Yz — 0

(g) n = 3, rotagdo de 45° em torno do eixo (1, 1, 1) (deixe indicado como produto de
matrizes, ndo precisa explicitar o produto).
Ext 5.3:Seja H subespaco vetorial. Mostre que H N H+ = {0}.
Ext 5.4: Em cada item dé um exemplo de uma TL satisfazendo as condicdes dadas:

(a) R : R? — R? uma reflexdo com R(0, 1) = (0, —1),

(b) P : R? — R? uma projecdo ortogonal numa reta com P(1, 1) = (1, 1);

(¢) T : R® — R3 uma reflexdo tal que T'(2, 2, 2) = (0, 0, 1).

(d) S : R?® — R? uma projecdo ortogonal tal que S(2, 1, 2) = (2, 3/2, 3/2).
Ext 5.5:Seja Ry uma rotacdo do plano de angulo 0. Sabendo que Ry(v/3, —1) = (2, 0) e
Ro(V/3, 1) = (1, V/3), determine 6.
Ext 5.6:Seja R uma reflexdo em torno da reta 3z + 5y = 0 e P uma projecdo ortogonal
nesta reta. Determine

(a) um vetor v # 0 tal que Pv =v; (b) um vetor v # 0 tal que Rv = —v;

(c) o nicleo de P.  (d) o nicleo de R.

Dica: ndo precisa calcular nem P nem R explicitamente.
Ext 5.7:Seja {vi,va,...,v,} uma base de V e w € V tal que (v;|w) = 0 para todo
1=1,...,n. Prove que w = 0.
Ext 5.8: (Teorema de Pitagoras generalizado) Sejam vy, vs, ..., v, vetores ortogonais dois a
dois, isto é, (v;|v;) =0 se i # j. Prove que

Vit vall? = fvall” 4 vl

Ext 5.9:
(a) Determine a equacdo y = ax + b da reta que melhor ajusta os pontos (0, 1), (1, 1),
(2, 2) e (3, 2).
(b) Esboce um grafico ilustrando o item anterior.
1
(c) Use sua resposta ao item (a) para determinar a projecdo ortogonal de ; sobre
2
1 0
span ! !
P 1] 2
1 3

Ext 5.10:F Use minimos quadrados para julgar se a moeda deste experimento & honesta.

6 Adaptado de [6].
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Jjogadas 8 16 24 32 40
caras 4 9 13 17 20

1 -1 2
Ext 5.11: Dado que 8 = 01, 41, 1 é base ortogonal de R3, expresse
1 1 —2
8
[V]g, onde v=| —4
-3

Dica: N&o resolva nenhum sistema linear!
1
Ext 5.12: Defina em C([0, 1];R) o produto interno (f|g) = / f(s)g(s)ds. Calcule:
0
(@) (@la?); (b) (*|2°); () 1 -]

5.9.4 Desafios

Des 5.1:|Z] Uma TL P : R® — R" é dita projecdo (ou projecdo obliqua, para enfatizar
que pode n3o ser ortogonal) se P? = P. Mostre que:

(a) uma projecdo ortogonal possui esta propriedade;

(b) existe uma base {vy,...,v,} e k € N tal que P(v;) = v, parai < ke P(v;) =0
para i > k.

(c) nesta base P é da forma em blocos { é 8 ]

Des 5.2:Seja V' espaco vetorial com produto interno e {uy, Uy, U3, Uy, U5} base ortonormal
de V. Seja

H = Span {ﬁg + 2ﬁ3 + ﬁ4 + ﬁ5, —2ﬁ2 — 4ﬁ3 — 2ﬁ4 — 4ﬁ5, ﬁg + 21/\13 + 2ﬁ4 + 3ﬁ5} .

Determine uma base para H+.
Des 5.3: Sejam A, B € M,,,,,. Defina (A|B) = traco(A” B) (Veja definicdo no Ext [7.3|da
pi212).

(a) prove que é um produto interno, isto &, satisfaz satisfaz todas propriedades do Lema

da p[138

T T
(byse A= | vy --- v, |, prove que |A]| (norma de A) induzida pelo produto interno
\ \

satisfaz: ||A|]> = || v1]]2 + -+ + ||Vl
(c) E] determine o complemento ortogonal do subespaco das matrizes diagonais.
(d) determine o complemento ortogonal do subespaco das matrizes triangulares superior.
(e) se identificamos uma matriz A com um vetor em R™, o produto interno usual em R™
é igual ao produto interno que definimos.

Des 5.4: Seja D € M,,,, uma matriz diagonal tal que todos elementos da diagonal s3o
positivos n3o-nulos. Mostre que (u|v) = v Du & um outro produto interno para u,v €

R", isto &, satisfaz satisfaz todas propriedades do Lema [5.2] da p[138

"Adaptado de [6].
8Veja [7] p.289, sec. 8.2 #10.
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Des 5.5: Suponha que g : R" x R" — R satisfaz todas propriedades do Lema da p[138}
g(v,w) = g(w,v) (simetria), g(au+v,w) = ag(u,w)+g(v,w) (linearidade) e g(v,v) > 0
(positividade). Prove que:

(a) 9(0,z) = 0 para todo z € R™.

(b) g(u’ v+ W) = g(ua V) + g(u,w).

(c) existe matriz A tal que g(u,v) = ul Av,

Dica: A = (a;;) é definida por a;; = g(e;, ve;).

(d) A = AT (a matriz A & simétrica; pode-se provar também que & positivo definida —
Definicdo da pJ208).

Observacdo: Este exemplo generaliza o anterior e mostra que todo produto interno em
R™ pode ser representado por uma matriz simétrica positivo definida.

Des 5.6: Mostre que em R? toda matriz de:

(a) projecdo ortogonal é igual a [ Cé ﬁ ] ; (b) reflexdo é igual a [ Cé _2 } :
Des 5.7: Mostre que se H, W s&o subespacos do R", ent&o:

(@ H-nWtcHNW):  (b) (HH)' =H.
Des 5.8:| Mostre dada matriz invertivel A existem S auto-adjunta (ST = S) e Q ortogonal
(QT = Q1) tais que A = SQ. Esta é chamada de decomposicdo polar de A, em analogia
com complexos: S € o médulo (esticamento) e () a parte angular (rotacdo). Prove que ela é
nica. Veja Wikipedia polar decomposition.

Des 5.9: Interprete o algoritmo de Gram-Schmidt como uma decomposicdo A = QR, com
@ ortogonal e R triangular superior. Veja Wikipedia QR decomposition.

Des 5.10: Prove que a matriz de rotaco anti-horaria por um angulo € em torno do eixo
(a,b,c) €R3, coma* + b+ =16
a*(1 —cosf) +cos® ab(l —cosh) —csend ac(l — cosf) + bsend
ab(1 —cos) +csenf  b*(1 — cosf) + cosf be(l — cosh) — asen
ac(l —cosf) —bsen® be(l —cosf) +asend  *(1 — cosf) + cosd
Dica: Mude base levando o eixo z em (a, b, ¢) e utilize matriz de rotacdo no plano zy.

Des 5.11: Suponha que R é uma rotacdo em R? em torno de um eixo fixo.
1 0 0
(a) prove que existe uma matriz invertivel P tal que P"'RP = | 0 cosf —senf |;
0 senf cos 6
(b) Prove queF_U] se w € R3 & um vetor ndo-nulo que ndo pertenca ao plano de rotacso,
entdo v = Rw + RTw + (I — traco(R))w determina o eixo de rotacdo de R.
(c) Conclua que se A é matriz de rotacdo, o angulo 6 de rotacdo satisfaz cosf =
(trago(A) —1)/2.
Des 5.12:Seja {vy, va} conjunto ortonormal e W = (vy,vy). Se w = avy + bvy e Ry a
rotacdo no plano W por um angulo 6, Ryw = (acosf — bsenf)vy + (asen 6 + bcosb)vs.

%Veja [12] p.272 #6.
10Veja [1].



Capitulo 6
Determinante

Vamos responder as seguintes perguntas sobre o determinante:
(a) O que &7
(b) Quais sdo suas propriedades?
(c) Como se calcula (Qual é a férmula ou algoritmo para o célculo)?
(d

) Qual a utilidade?
Note que saber como se calcula ndo é o mesmo que saber o que é.

O que é o determinante?

O determinante é uma funcdo que associa a cada matriz real> quadrada A um namero
denotado por det(A). Desta forma, det : {matrizes quadradas} — R. O determinante é
uma generalizacdo de area e volume.

Nosso plano é deduzir propriedades (linearidade por exemplo) do determinante por ser
area (e volume) no R? e em R" inverter o procedimento, definindo o determinante através
destas propriedades. Depois disso apresentamos um algoritmo para o célculo do determinante.

Usos do determinante.

(a) caracterizar matrizes ndo-invertiveis (isto é, as matrizes singulares) — fundamental para
o Capitulo de Autovalores e Autovetores;

(b) determinar os chamados autovalores de uma matriz, tema do préximo capitulo;

(c) relacionar areas/volumes de regides do plano/espaco ap6s aplicacdo de uma funcdo —
fundamental em mudanca de variaveis de integral multipla;

(d) obter férmula de solucdo de sistema linear (regra de Cramer);

(e) obter férmula da matriz inversa (veja Wikipedia: Matriz inversa).

6.1 Motivacao Geométrica

O determinante de uma matriz quadrada é uma generalizacdo de area e volume. Em R2, dada

T 1

matriz A= | u v | = { b d ] associe o paralelogramo P com vértices na extremidade

L

dos vetores 0,u, v, u + v, conforme indicado na Figura[6.1]

1Versso 04.out.2012 17h
2De forma mais geral a cada matriz quadrada com entradas em K definimos det : M,,x,,(K) — K, com
K=R,C,Q, etc.

167
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u+v

0

Figura 6.1: Paralelogramo Gerado por u e v

O determinante de A sera definido como a aredll de P. Vamos deduzir uma férmula da
area do paralelogramo P. Para isto sejam u = (a,b) e v = (¢,d). A area de P é igual a area
do retangulo (a + ¢)(b+ d) menos a soma das areas 11, Ty, T3, Ty dos tridngulos e trapézios
indicados na Figura Calculando as areas:

T1 = ab/2, TQ = C(2b + d)/2, T3 = b(2C + CL)/Q, T4 = Cd/2

Efetuando, area(P) = (a+c¢)(b+d) — [ab/2 + c(b+ d/2) + b(c + a/2) + cd /2] = ad — be.

Y
b+d

T; v
d

Ty P
b u

T | T3
C a aq+c &]

Figura 6.2: Deducdo da Area do Paralelogramo Gerado por u e v

Isto motiva a seguinte definic3o.

Definicdo 6.1 (determinante de matriz 2 x 2) Considere a matriz [ Z ; ]

Definimos o determinante (det) da matriz por:

(3 4]) o

INa verdade area com sinal de P: Leia Observagéoe a Segﬁoda pl184] Vamos supor que u e v
estdo na configuracio da Figura pois sendo (se u estiver no 20 quadrante por exemplo) poderiamos obter
bc — ad ao invés de ad — be.
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G)servagéo 6.1 (area com sinal) Note que det <{ (1) (1) }) = 1 :\

10
verte. De fato a drea é o modulo do determinante. Assim é mais preciso dizer que o
determinante generaliza drea com sinal.
Area com sinal aparece no calculo, quando a integral de uma funcdo é associada a area
(com sinal) entre a curva e o eixo x: area acima do eixo é considerada positiva e abaixo

—det ([ 01 }) = —(—1): trocando duas colunas o sinal do determinante se in-

¢ considerada negativa. Se a integral fosse simplesmente a area, fol 2?dr e fol —2%dx
seriam ambas estritamente positivas e portanto fol x? dz + fol —z?dx # fol (22 —2?)dx =

1 . . . . - )

Jo 0dxz = 0. Com isto a integral ndo seria linear com relaco a soma (integral da soma

de duas funcBes é igual a soma das integrais). Por razbes anilogas o determinante é area
om sinal (para ser linear).

Em R? (a férmula vai aparecer em breve!), definimos o determinante da seguinte forma.

Tt 7

Definicdao 6.2 (determinante de matriz 3 x 3) Considere a matriz A = | u v w

4]

comu,v,w € R3. Associamos a esta matriz o paralelepipedo P gerado poru,v,w, conforme
indicado na Figura [6.3 Definimos o determinante de A como o volume (com sinal) do
paralelepipedo P.

2 & v
0

Figura 6.3: Paralelepipedo Gerado por u,v e w

Antes de definir o determinante para matrizes n X n vamos verificar algumas propriedades
da area no R2. Convidamos o leitor a verificar propriedades similares do volume em R3. As
figuras que seguem nao representam todos os casos possiveis e sdo de carater motivacional.
Retomamos o rigor matematico a partir do Teorema da p[171]

Propriedade 1a: Multiplicacdo por escalar I

T 7 T 1
(la) det | ku w | = kdet | u w | (se multiplicarmos uma coluna por k o determi-
Ll L

nante sera multiplicado por k).

Conforme sugerido pela Figura[6.4] se multiplicamos o vetor u por 2 duplicamos a area, por
3 triplicamos a area e assim por diante. O mesmo ocorre com fracdes, como por exemplo mul-
tiplicando u por 3,5. Em R3, se multiplicamos uma aresta por k o volume do paralelepipedo
é multiplicado por k.
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\Y% 3,5u

3u
2u

Figura 6.4: Produto por Escalar e Mudanca de Area e Volume

Propriedade 1b: Soma de vetores I

T 1 T 1 T 1
(Ib) det | u+v w | =det | u w | +det | v. w | (determinante da soma de dois
Lo Ll L4
vetores € igual a soma dos determinantes).
u+v
v
Ul + U1
U1
Ju
A 0 ~

Figura 6.5: Soma de Vetores e Mudanca de Area

Vamos motivarl| este resultado através da Figura [6.5] Queremos provar que a soma das
areas do paralelogramo gerado por u e w com a area do paralelogramo gerado por v e w
é igual a area do paralelogramo gerado por u + v e w. Observe que os trés paralelogramos
possuem a aresta da base w em comum. Como a area é base vezes altura, basta comparar
as alturas. As alturas s3o as projecdes ortogonais de u = (uy,uz) e v = (v1,v9) na diregdo
perpendicular a w, ou seja u; e v;. Como u+ v = (u; + vy, us + v9), a projecdo ortogonal
de u+ v é u; +v;. Logo a altura do paralelogramo maior é igual a soma das alturas dos
menores e concluimos o resultado.

Em R3 podemos fazer algo analogo com paralelepipedos. Deixamos os detalhes para o
leitor (ou para o professor).

Propriedade 1 (resumo): Determinante é Linear em cada coluna.

Juntando as Propriedades 1(a) e 1(b) e observando que o raciocinio vale para segunda
coluna da matriz também. Concluimos que o determinante é linear na primeira ou na segunda
coluna. Assim dados u,v,w € R? e k € R:

) ) 1 T 7
det | ku+v w | =kdet | u w | +det | v w e
1 { UG 14

'Note que estamos colocando os vetores em uma posicdo particular, com w paralelo ao eixo x por exemplo.
Mas a Figura é somente uma ilustracio da relacdo entre a Propriedade 1b e area.
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) ) ™1 )
det | u kv+w | =kdet | u v | +det | u w
{ { UG 14

De forma analoga em R? o determinante é linear na primeira, segunda ou terceira coluna.
Assim dados u,v,w,z € R? e k € R:

Tt T 17 T
det | ku+z v w | =kdet | u v w | +det| z v w | e
L L R 1L
(T 1] [Tt 1] [t 1]
det | u kv+z w | =kdet | u v w | +det | u z w | e
L L R 1L
(T ] (T 1] [t 7
det | u v kw+z | =kdet | u v w | +det | u v z
R L) RO

Propriedade 2: Determinante & zero se vetores sdo LDs. I

Se os vetores sdo linearmente dependentes (LDs) o paralelogramo sera degenerado num
segmento de reta ou ponto, que possui area zero. Em R3, se os 3 vetores coluna da matriz
forem LDs o paralelepipedo vai se degenerar num paralelogramo ou segmento de reta ou
ponto, que possui volume zero. Portanto, se os vetores sdo LDs o determinante é zero.

Propriedade 3: Determinante da matriz identidade é 1. I

A area e volume devem ter uma unidade de medida. Como um quadrado de lado 1 possui

(I

area 1, det { (1) (1) } =det | e eo | = det] =1 Do mesmo modo o um cubo de lado 1
Ll
100 torot
possui volume 1, det | 0 1 0 | =det | e; ey e3 | =det] =1.
0 01 L1

6.2 Definicio e Propriedades Basicas

A definicdo de determinante é baseada num fato surpreendente expresso no préximo teorema:
existe uma inica funcio com as propriedades da funcdo area e volume apresentadas na secdo
anterior.

Teorema 6.3 (caracterizacdo algébrica do determinante) Considere o  conjunto
M, ., das matrizes reais' quadradas n x n. Existe uma Gnica funcdo det : M, y,, — R
com as seguintes propriedades:

PROPRIEDADE 1: é linear em cada coluna;

PROPRIEDADE 2: é zero se as colunas sdo LDs?

PROPRIEDADE 3: det(/) = 1.

Prova: Consulte [7]. n

1De forma geral (veja Definig:éoda p det : My yn(K) = K, com K=R,C,Q, etc.

2530 equivalentes assumir que determinante: (a) & zero se colunas sdo LDs + Prop 1; ou (b) & zero se
duas colunas sdo iguais + Prop 1; ou (c) troca de sinal se trocarmos duas colunas + Prop 1.

De fato pode-se escolher Prop 1 + (b) ou Prop 1 + (c) ao invés de nossa escolha por Prop 1 + (a).
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Definicao 6.4 (determinante) O determinante de uma matriz quadrada A é a funcdo
dada pelo teorema acima. O determinante de uma transformacdo linear T : R — R" é
definido como o determinante da matriz A (dada pelo Lema[4.5 da p[94) que representa T'.

@servagéo 6.2 Embora completa, a definicio acima ndo apresenta (diretamente) ur%
férmula para calcular o determinante. Deixo para reflexdo do leitor o que disse Klaus Janich

(veja [8]):

“Se vocé ainda acha que a informacdo mais importante acerca de um objeto
matematico é uma férmula para calcular o seu valor, certamente vocé
compartilha o pensamento da maioria das pessoas medianamente educadas,
mas com conhecimentos apenas superficiais de matematica.” J

ﬂ)servagéo 6.3 A Propriedade 1 (linearidade) ndo significa que det(A+B) = det(Am

10 10 2 0 10
det(B). Por exemplo, det([ 01 } + { 01 ]) = det [ 0 2} =4 # det [ 01 }—F
10

det 01 =1+1=2.
Podemos chegar ao resultado correto usando linearidade da seguinte forma:

T 1 T 1
det(2I) = det | 2e; 2ey | = (linearidade na primeira coluna) 2det | e; 2ey | =

o Lo

T 7

(linearidade na segunda coluna) 2 -2det | e; ey | = 4.

Lol j

Exemplo 6.1 Calcule:

T 7
(a)det | u v 3u—>5v |; (b)det(2]) se I é a matriz identidade n x n.
L4

Solucdo: (a) Como w = 3u — 5v é miiltiplo dos outros dois, as colunas sdo LDs. Logo,
det = 0.

(b) Por linearidade retiramos um 2 de cada vez: det(2]) = det[2e;2e; - - - 2e,] =
= 2detle;2e, - - - 2e,] = 22 det[eje, - - - 2e,] = 2" det[ejey - - - €,] = 2" det I = 2. []

Lema 6.5 PROPRIEDADE 4: Se trocarmos duas colunas o determinante troca de sinal.
Prova:  Vamos provar no caso 2 X 2. O caso geral é provado de forma similar com mais
colunas. Pela linearidade (Propriedade 1),

T T T 7 T 7
det | u+v u+v | =det|u u+v|+det|v u+v | =
! \J Lol Lol
O T 1 T 1 T 7
=det |u u|+det|uv|+det|v u|+det|v v
4 L A L
Pela Propriedade 2 (determinante é zero se colunas sdo LDs)

T ) 1 1
det | u+v u+v | =det|{u uf|=det| v v |=0.
11

1 \ P
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(N () T 1 T 1
Logodet [ u v | +det | v u| =0,istoé, det | u v | =—det | v u|. ]
L4 U L U

6.3 Calculando Determinante

6.3.1 Férmula do Determinante em R? e R?: Regra de Sarrus

Vamos deduzir as férmulas (bem conhecidas) do determinante de uma matriz 2 x 2 e 3 x 3
utilizando as propriedades do Teorema da p{171l O objetivo é mostrar como poderiamos
fazer para deduzir a férmula para uma matriz n x n para qualquer n € N.

Férmula do determinante de matriz 2 x 2 I

T 1
Considere A= | u v | = [ cg cci } Como u = ae; + bey, pela linearidade (1a coluna),
L

det(A) = adet [ e; |v ]| 4+ bdet[ ex|v ]. Como v = ce; + des, pela linearidade (2a
coluna),

det(A) :a(cdet [ (S31 ‘ (S31 } —I—ddet [ (ST ‘ (S)) }) +b(cdet [ (S) ‘ (ST } +ddet [ €9 ‘ (SD) })
Como o determinante se anula se as colunas sdo iguais (LDs) obtemos
det(A) = addet [ e ‘ e } + bedet [ €s ‘ e } .

Trocando coluna (Lema e pela Propriedade 3, det(A) = ad - 1 + be( — 1) = ad — bc.

Férmula do determinante de matriz 3 x 3 I

Antes de deduzir a férmula, & importante o leitor estudar o exemplo abaixo.

Exemplo 6.2 Determine o valor dos determinantes de cada matriz:

(a)[eg‘el,‘eg]; (b)[eg‘eg‘el]; (c)[e3‘e2‘e3]; (d)[eg‘eg‘el].

Solucdo: (a) E uma troca (1a com 2a coluna) para obter a matriz I: det = —1.
(b) E uma troca (1a com 3a coluna) para obter a matriz I: det = —1.
(c) Como possui duas colunas iguais, det = 0
(d) Séo 2 trocas (1a com 3a, 2a com 3a) para obter I det = 1. n
t ] adog
Considere A= |u v w|=|b e h |.Comou= ae,+besy+ces, pelalinearidade

VBN c [
(1acoluna), det(A) = adet [ e; | v |w |+bdet [ e; | v |w |+cdet | es| v |w ]. Vamos
prosseguir com o primeiro dos trés termos. Como v = de; + eey + fes, pela linearidade (2a
coluna),

adet[el‘v‘w}:a(ddet[el‘el‘w]—i—edet[el‘eﬂw}—i—fdet[el‘eg‘w]).
O primeiro termo vale zero pois tém duas colunas iguais. Assim,

adet[el‘v‘w}:a(edet[el‘eg‘w}—i—fdet[el‘eg‘w}).
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Vamos prosseguir com o primeiro dos dois termos. Como w = ge; +hes+ies, pela linearidade
(3a coluna), obtemos que

edet[el‘eg‘w]:e(gdet[el‘eg‘el]—{—hdet[el‘eg‘eg]—i—idet[el‘eg‘eg,}.).

O dnico termo ndo-nulo & o Gltimo. Assim, edet [ e; | e; | w | = ei. Retornando ao inicio
concluimos que um termo do det A é aei. Todos os termos vdo envolver det [ e; \ e; \ e }
que valerdo 1 ou —1 ou 0 dependendo da permutacdo dos vetores. Convidamos o leitor a
expandir até o final e obter que det(A) = aei — ahf + dhc — dbi + gbf — gec.

As formulas do det para matriz 2 x 2 e 3 x 3 podem ser representados pela chamada
regra de Sarrus apresentada na Figura [6.6

Figura 6.6: Regra de Sarrus: Determinante de Matriz 2 x 2 e 3 x 3.

Observacio 6.4 (regra de Sarrus) A regra de Sarrus ndo generaliza para dimensdo
maior que 3: N3o existe procedimento semelhante a este para matrizes 4 X 4.

A Férmula de Leibniz (veja Wikipedia: Determinante) do determinante de uma
matriz n X n pode ser deduzida expandindo por colunas como fizemos para matriz 3 x 3.
Obtemos uma soma de termos, com sinais + ou —, a grande maioria dos quais sdo zero
(correspondendo as colunas repetidas) e sobram apenas os que sdo o produto de n entradas

da matriz em que ndo ha duas entradas da mesma linha nem da mesma coluna (pense em
Sodoku!).

6.3.2 Algoritmo para Calculo do Determinante

Apresentamos um algoritmo para o calculo do determinante baseado nas operacdes ele-
mentares (Definicio da p[38). Primeiro transferimos as propriedades do determinante
por linha para coluna através da propriedade do determinante da matriz transposta (Defini-
cdo da p104). Depois verificamos o efeito no determinante da aplicacdo das operacBes
elementares. Utilizando-as colocamos a matriz na forma escalonada triangular. Finalizamos
provando que se a matriz é triangular (superior ou inferior) é facil calcular seu determinante.

Teorema 6.6 (determinante da transposta)
PROPRIEDADE 5: Se A é uma matriz quadrada, entdo det(AT) = det(A).

Prova: E uma prova técnica. Veja [7]- ]

A Propriedade 5 permite transferir todas as propriedades do determinante com relacdo as
colunas para as linhas da matriz.

Corolario 6.7 Todas as propriedades do determinante para colunas s3o verdadeiras para as
linhas. Portanto:

PROPRIEDADE 6: O determinante:

(a) é linear em cada linha;

(b) é zero se as linha sdo LDs;

(c) troca de sinal quando se trocam duas linhas.
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Prova: Segue facilmente do teorema anterior e propriedades correspondentes (por colunas)
do determinante. n

Corolario 6.8 (operacdes elementares e determinante) O efeito de cada operacio ele-
mentar abaixo sobre o determinante de uma matriz é:

(a) trocar linhas: determinante troca de sinal;

(b) multiplicar linha por escalar ndo-nulo: determinante é multiplicado por escalar;

(c) substituir linha por sua soma com miltiplo de outra: determinante ndo se altera.

Prova: Os itens (a) e (b) seguem diretamente do altimo Corolario. Quanto ao item (c),
pelo Teorema 6.6 basta mostrar propriedade correspondente por coluna. Considere

T T
A= |- u --- v --- |. Substituindo uma coluna pela soma com madltiplo de outra
\J \J
T T
obtemos B=| --- u+kv --- v --- |. Portanto, por linearidade,
\J )
T T
det B=det | -+ u+kv --- v =
\J \J
T T T T
) } ) \:
Como duas colunas s3o iguais no Gltimo determinante, ele é nulo (independente do valor de
T T
k) e portanto det B = det u -+ v oo | =det A n
\J }

Lema 6.9 (determinante de matriz triangular)
PROPRIEDADE 7: Se uma matriz é triangular (superior ou inferior), entdo seu determi-
nante é igual ao produto dos elementos da diagonal.

Prova:  Vamos supor que a matriz & triangular superior (argumento analogo vale para
triangular inferior). Considere dois casos:

(a) tem pelo menos um zero na diagonal. Suponha que ay, = 0. Considere M a matriz
formada pelas & primeiras colunas desta matriz. Como M esta escalonada com no méximo
k —1 linhas ndo-nulas, a dimens&o do espaco-linha de M é no méximo k — 1. Pelo Lema [4.15]
da pJ104] a dimens3o do espaco-coluna de M é igual a dimensdo do espaco-linha, e portanto
é no maximo k — 1. Como sio k vetores coluna de M gerando espaco de dimensdo maxima
k — 1, as colunas de M, e por consequéncia as primeiras k colunas da matriz sdo LDs e
portanto o determinante é zero.

(b) todos elementos da diagonal sdo ndo-nulos. Coloque-os em evidéncia para obter 1 na
diagonal. O valor do determinante sera o produto destes elementos vezes o determinante da
matriz com 1 na diagonal. Substitua linha por multiplo de outra linha até transforma-la em
diagonal. Pelo Corolario[6.8]isto ndo altera o seu determinante. Obtemos a matriz identidade,
cujo determinante é 1. [ ]
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21 3 4
0 3 1 2
Exemplo 6.3 Calcule det 00 4 1
0 0 0 5
Solucdo: Como a matriz é triangular, det =2-3-4-5 = 5! = 120. [

Algoritmo 6.10 (calculo eficiente do determinante)
1. Faca eliminacdo de Gauss, reduzindo matriz a forma diagonal superior;
2. Leve em conta a cada operacdo elementar o efeito sobre o determinante:
(a) trocar linhas —> determinante troca de sinal;
(b) multiplicar linha por constante —> determinante é multiplicado pela constante;
(c) substituir linha por sua soma com miltiplo de outra: —> determinante ndo se
altera.
3. Calcule determinante da matriz resultante pelo produto dos elementos da diagonal.

0 4 8
Exemplo 6.4 Calcule o determinante da matriz A= | 2 1 8
3 69
3 6 9
Solucdo: Troquel, comls: det A= —det | 2 1 8
0 4 8
1 3
Coloque 3 em evidéncia em l: det A= —3det | 2 1 8
0 4 8
1 2 3
Facaly <1y —2l;: det A= —3det | 0 —3 2
0 4 8
1 2 3
Facal3 < I3+ 4l5/3: det A= —3det | 0 —3 2

0 0 8+8/3=32/3
Agora a matriz é triangular: calcule produto dos elementos da diagonal:

det A = —3(1)(—3)(32/3) = 96. ]
6bservag§o 6.5 (Software Algébrico) Pode-se calcular o determinante
com o comando do Maxima determinant. Entramos a matriz com

\M: matrix( [0,4,8], [2,1,8], [3,6,9]); e calculamos: determinant (M) ;.
Se vocé folhear livros de Algebra Linear encontrara pelo menos

Trés modos de calcular o determinante:

(a) formula de Laplace (também conhecido como expansdo por cofatores);
(b) férmula de Leibniz;

(c) Algoritmo da p[176]

Embora as formas (a) e (b) sejam importantes do ponto de vista tedrico (por exemplo
para provar que det A = det AT) sdo extremamente ineficientes na pratica (veja préxima
observacgdo): optamos por omiti-las (mas veja na Wikipedia). A forma do item (c) é a mais
eficiente mas ndo é uma férmula, e sim um algoritmo.
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@)servagéo 6.6 (comparando métodos de calculo do determinante) Dada mh
trizn X n, a férmula de Laplace ou Leibniz necessita de cerca de n! operacdes, enquanto
o Algoritmo necessita de cerca de 2n?/3 operacées.

n  Laplace Algoritmo
2 3 4

3 14 15

4 63 37

6 2 mil 130

20 6 x 10 5 mil

Para n > 4 o Algoritmo Jja é mais eficiente. Um computador que faca 1 milhdo de
operacées por segundo levaria 32 mil anos para calcular o determinante de uma matriz
0 x 20 pelo método de Laplace e fracées de segundo pelo Algoritmo .

6.4 Mais Propriedades

Teorema 6.11 (caracterizacao de matrizes invertiveis)
PROPRIEDADE 8: Seja A uma matriz quadrada. Sdo equivalentes:
(a) A ndo é invertivel;  (b) Nuc(A) # {0},

(c) colunas (ou linhas) de A sdo LDs;  (d) det(A) = 0.

Prova: (a) e (b) sdo equivalentes pelo Lema da p[113
Pelo Lema da pJ104] (posto linha = posto coluna), se a matriz &€ n x n, a dimensdo

do espaco-coluna é < n (colunas LDs) se, e somente se, a dimensdo do espaco-linha é < n
(linhas LDs). Portanto a matriz possuir colunas LDs é equivalente a possuir linhas LDs

(b) implica em (c): Se Nuc(A) # 0, entdo existe v # 0 tal que Av = 0. Os componentes
do vetor v, pela definicdo do produto matriz-vetor, vdo determinar uma combinacdo linear
n3o-trivial das colunas de A cujo resultado & o vetor zero. Logo as colunas de A formam um
conjunto LD.

(c) implica em (d) pela definicdo de determinante.

(d) implica em (b): Suponha que det A = 0. Aplique o algoritmo de calculo do determi-
nante, reduzindo A a forma triangular U. Agora det A = 0 se, e somente se, det U = 0. Logo
um dos elementos da diagonal de U é zero. Seguindo o argumento da prova do Lema da
pJI75] (determinante da matriz triangular), as linhas de U sdo LDs. Logo as linhas de A sdo
LDs (U é a matriz A escalonada) Pelo Lema [4.15] da p[104] (posto linha = posto coluna), as
colunas de A sdo LDs e portanto o sistema Av = 0 possui uma solucdo v # 0. |

O tema central do préximo capitulo (autovalores e autovetores) sera determinar todos
A tais que o sistema Av = Av possua solucdo ndo-trivial. Estudamos isto introduzindo a
matriz identidade I e buscando solu¢do n&o-trivial de Av = Alv ou (A — Al)v = 0. Pelo
Teorema devemos determinar )\ tais que det(A — A1) = 0.

Exemplo 6.5 Determine todos )\ tais que o sistema Av = Av possua solucdo ndo-trivial
para a matriz:
a

(3) A — H f] (b) A—
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= (1 = \)? — 4. Para anular

Solugdo: (a) Calculando det(A — A\I) = det { 1= )2\ 1_ )2\ }

determinante tomamos A\ = 3 ou A = —1.
(b) Precisamos resolver det(A — A\I) = 0. Como a matriz (também) diagonal A — \I =
a— A
A Cdet(A—AT) = (a—A)(b— \)(c—A\)(d— \). Para anular
d—\
determinante tomamos \ igual a a ou b ou ¢ ou d. Um[erro comum| cometido pelos alunos
é expandir a expressdo (a—\)(b—X)(c—\)(d—\) =0, ao invés de obter raizes diretamente,
e tentar calcular raizes de \* — X3(a+ b+ c+ d) + \?(ab+ ac+ ad + be + bd + cd) — A(abe +
abd + bed + acd) 4 abed = 0. u

A propriedade do produto caracteriza o determinante da matriz inversa e proporciona a
interpretacdo do determinante como mudanca de area/volume.

Teorema 6.12 (determinante do produto)
PROPRIEDADE 9: Sejam A, B matrizes quadradas da mesma ordem. Entdo det(AB) =
det(A) det(B).

Prova: [[| Se det(A) # 0, defina f : M,x, — R por f(B) = det(AB)/det(A). Vamos
provar que f possui as propriedades da definicdo (Teorema da pJ171)) do determinante:

T T
Propriedade 1 (linearidade em cada coluna): se B= | --- u+kv --- w --- |, entdo
\ \
T T
det(AB) =det | -+ A(u+kv) -+ Aw .-
\ \
T T
(por linearidade de A) =det | --- Au+kAv --- Aw --- | (por linearidade do deter-
\ \
T T T T
minante) =det | --- Au .-+ Aw --- | +kdet| --- Av --- Aw ... |. Dividindo
S \ 3 \
por det(A) obtemos que
T T
f(B)=f u+ kv W =
\ 3
T T T T
\ \ S \

Portanto f é linear por colunas.

Propriedade 2: se colunas de B sdo LDs, entdo colunas de AB serdo LDs também pois
produto matriz-matriz equivale a aplicar A em cada coluna de B (ver Lema da p[109).
Logo det(AB) = 0 pela Propriedade 2 do determinante. Portanto f(B) = 0.

IPode ser omitida numa 1a leitura.
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Propriedade 3: f(I) = det(AI)/det(A) = det(A)/det(A) = 1.

Pelo Teorema [6.3] da p[171] (unicidade do determinante), f(B) = det(B). Dai segue o
resultado.

Se det A = 0 pelo Teorema da p[177] as colunas de A s3o LDs. Logo o posto coluna
(dimensdo do espaco gerado pelas colunas) de A & menor que n. Pela interpretacdo do
produto matriz-matriz (ver Lema [4.25]da p[109]item (a)) as colunas de AB s&o combinacdes
lineares das colunas de A. Logo o espaco gerado pelas colunas de AB esta contido no espaco
gerado pelas colunas de A. Portanto posto coluna de AB é menor que n. Portanto colunas de
AB s&o LDs, o que implica pela propriedade 2 que det(AB) = 0. Logo, neste caso também
det(AB) =0 =0-det(B) = det(A) det(B). |

Exemplo 6.6 Sabendo que det(A) = 5 determine det(A™').
Solucdo: Como AA~' = I, pela propriedade do determinante do produto

det(I) = 1 = det(AA™") = det(A) det(A™).

Logo det(A™') = 1/det(A) = 1/5. ]

A aplicacdo sucessiva do préximo lema permite reduzir a ordem do determinante a cada
aplicacdo. Para entender esta parte reveja operacdes em matrizes divididas em blocos na

Secdo [4.6)da p[117]

Lema 6.13 (determinante de matriz bloco-triangular) Suponha que M = { A DB }

0 D
A 0 . N
, com A e D matrizes quadradas. Entdo det(M) = det(A) det(D).

ouM:[C D

0 D
aplicando o Algoritmo da pJ176 a sequéncia de operacdes que escalona M é igual 3
sequéncia que escalona D pois parte de M ja esta escalonada. Logo det M = det D. De

. 1
Prova: Vamos provar inicialmente que se M = l y } entdo det M = det D. De fato,

forma analoga provamos que det { 0 (]J ] = det A.
V M = i M = A é anal
amos supor que M = | ' o | poisocaso M = | ,, | &analogo.

Se det A = 0, entdo (Teorema da plI77) colunas de A sdo LDs. Como M possui
somente zeros abaixo de A, colunas de M sdo LDs. Logo det M = 0. Se det D = 0, entdo,
de forma analoga, det M = 0.

Supondo que det A e det D sdo n3o-nulos, verifique que:

w-[ 18]

0 I 0 I 0 D

Utilizando Teorema (determinante do produto), basta calcular o determinante de cada
uma destas trés matrizes. Pelos resultados acima, o primeiro determinante é det A e o dltimo
é det D. O do meio, por ser matriz triangular superior com 1's na diagonal, vale 1 pelo

Lema 6.9/ da p[175] Concluimos o resultado. ]
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Corolario 6.14 (determinante de matriz bloco-triangular) Suponha que M seja uma

All A12 e Aln
. . . 0 Ay '
matriz triangular superior por blocos, ou seja, M = _ , com Aj;
0 --- 0 A,

matrizes quadradas. Entdo det(M) = det(A11) - - - det(A,,), o produto do determinante das
matrizes na diagonal de M (resultado analogo se M for triangular inferior).

Prova: Deixamos para o leitor provar por inducdo usando o Lema [6.13] L]
- . A B .
Observacdo 6.7 Considere M = c p | com A, B,C e D matrizes quadradas. De

forma geral, det(M) # det(A) det(D) — det(B) det(C). Veja Exercicio[6.17 da p[19]]

Exemplo 6.7 Calcule os valores de \ tais que o determinante da matriz abaixo se anula:

2—X 1 3 —1 1
1 A2 01 -2
M = 0 0 A 1 1
0 0 1 A 2
0 00 0 3+
Solugdo: Observe que ela é bloco-triangular (mas ndo é triangular!). Definindo
Ml * *
Mlz[QI/\i],Mgz{i\}\],M3:3+>\,temosqueM: 0 M, =
0 0 Ms
Logo,
det(M) = det(M;) det(My) det(Ms) = —(A — 1)*(A\* = 1)(3 + N).
As raizes s3o obtidas diretamente desta fatoracdo: 1,—1,—3. |

Observacao 6.8 Se no exemplo anterior tivéssemos multiplicado os termos em —()\1
1)2(A%2 — 1)(3 + ) = 0 obteriamos que det M = —X\5 — M + 63 — 202 — 5\ + 3 = 0.
Como vocé encontraria as raizes deste polin6mio?

Este[erro comum| — multiplicar todos os termos ao invés de utilizar a estrutura fatorada

— foi visto também no Exemplo (6.5 da p[177

Note que a fatoracdo decorre (e deve ser mantida) naturalmente do determinante de matriz
riangular ou bloco-triangular.

Calculo Eficiente do determinante I

e Se a matriz for triangular aplique o Lema [6.9

e Explore estrutura de blocos (linhas ou colunas com maior nimero de zeros) para obter
submatriz triangular.

e Para matriz 2 X 2 e 3 x 3 em geral (n3o triangular) aplique a regra de Sarrus (Figura
da p{l74).

e Para uma matriz n x n com n > 3 em geral (ndo triangular) aplique o Algoritmo [6.10]

da p[176]
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Exemplo 6.8 Calcule det A trocando linhas ou colunas para ficar bloco-triangular:
4 11 -7 -1 -3

-1 0 2 01 2 -2 2 1 0 3
(a) A = 1 03|, (h)A=|11 3]|; (c)A= 2 7 0 0 O
1 21 1 00 o 3 0 0 0
-1 6 0 5
Solugdo: (a) Embora a matriz A ndo possua estrutura especial, trocando 2a com 3a coluna
-1 20
obtemos a matriz bloco-triangular inferior: 1 3|0
1 112
. -1 2
Assim det A = — det ) 3]-2:—(—5)-2:10.
(b) Embora a matriz A ndo possua estrutura especial, trocando 1a com 3a coluna obtemos
2 110 9 1
a matriz bloco-triangular superior: | 3 1|1 |. Assimdet A = — det { 3 1 } 1=—(-1)
0 01

1=1
(c) Vamos tentar sistematizar. As melhores escolhas so a 4a coluna ou a 4a linha pois
ambas possuem o maior niimero de zeros. Explorando o grande niimero de zeros na 4a coluna,
-1 1 -7 4 -3
0| 2 1 -2 3

vamos troca-la pela 1a coluna: 0 7 0 2 0. AssimdetA=—(—1)-detB
o 3 0 0 O
o|-1 6 3 5
21 -2 3
70 20 . . . .
onde B = 50 00l O maior ndmero de zeros é na 3a linha. Trocando-a com a 1a
-1 6 3 5
ot 0o 0 2o
linha obtemos 901 _9 3| Assimdet B = —(3)-detC ondeC = |1 -2 3
~1/6 35 L0 8 0]
[ 2[0 0]
Explorando os zeros da 1a linha, trocando a 1a com a 2a coluna obtemos | —2|1 3
| 36 5 |
Assim det C' = —(2) - det { - ] _ _(2)(—13) = 26. Logo det B — —3(26) — —78 e

det A = —78. Verificando com Maxima:
M: matrix([4,11,-7,-1,-3],[-2,2,1,0,3],[2,7,0,0,0],[0,3,0,0,01,[3,-1,6,0,5]);
determinant (M) ; ]

6.5 Determinante e Mudanca de Area

Lema 6.15 (mudanca de area de um quadrado) Seja T : R? — R? uma transforma-
cdo linear e Q C R? um quadrado com lados paralelos aos eixos x e y:
(a) T(Q) é um paralelogramo;  (b) area(T(Q)) = area(Q)| det T'|.
Prova: Suponha inicialmente que o quadrado () seja unitario com vértices 0, €1, €, € +¢€s.
Observe a Figura [6.7} Qualquer ponto do interior do quadrado é combinac&o linear de e; e
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e, com coeficientes entre 0 e 1. Pela linearidade de T', a imagem serd exatamente das
combinac¢des lineares de T'(e1) e T'(e3) com coeficientes entre 0 e 1, ou seja, um paralelogramo
com arestas T'(e1) e T'(e3).

T T
A area (com sinal) do paralelogramo é igual ao determinante da matriz | T'(e;) T(es) | =
\J \J
T 1
T | e e |. Como a segunda matriz é a identidade, cujo determinante é 1, pelo Teo-
1

rema da p[182 (determinante do produto), a area & igual a detT. Logo a éarea (sem
sinal) do paralelogramo é |det T'|.

No caso geral, as arestas do quadrado s3o ke; e ke,. Logo as arestas do paralelogramo
sdo T'(ke;) = kT(e1) e T(key) = kT(ey). A éarea (com sinal) do paralelogramo é igual

T T T T
a det | kT(e;) kT(e;) | = k*det | T(e1) T(ez) | = k*detT. Como k? = area(Q),

\J \J \J \J
area(T(Q)) = k?| det T| = area(Q)| det T'. ]

T
e I(
(@)
0 e 0 T<el)

Figura 6.7: Imagem do Quadrado @ pela TL T

O préximo teorema estabelece a relacdo entre determinante e modificacio de area de uma
regido do plano apés a aplicacdo de uma transformacdo linear. E utilizado na mudanca de
variaveis em integrais multiplas.

Teorema 6.16 (modificacdo de area por TL) Seja T : R*? — R? uma transformacdo
linear e Q@ C R? um conjunto limitado (4rea finita) qualquer. Ent3o:

PROPRIEDADE 10: drea(T(Q2)) = drea(Q2) - | det T'|.
Prova:  Vamos supor que detT % 0 e portanto T & uma bijecdo, pois caso contrario o
resultado seria verdadeiro pois ambos os lados seriam iguais a zero.

Divida €2 em quadrados @); disjuntos paralelos aos eixos = e y de modo que sua unido
aproxime a regido (2 (vide Figura[6.8)). Pelo Lema anterior, area(T'(Q;)) = area(Q;)| det(T)].
Como os quadrados (); sdo disjuntos e T' é bijecdo, T'(();) sdo paralelogramos disjuntos.

Finalizamos a prova somando os quadrados e passando ao limite com o tamanho dos qua-
drados tendendo a zero. Sem o devido rigor, desprezando as fracées de quadrados, somando
0s quadrados e coIocando detT em evidéncia,

area(T Z area(T = |detT| Z area(Q);) ~ | det T'|area(£). n

Observacdo 6.9 Pode-se generalizar: Seja T : R® — R3® uma transformacdo linear e
Q C R3 um conjunto qualquer. Entdo Volume(T(Q))) = Volume(Q2) - | det(T)|.
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Q;
L wavAVAE
ura Regidgo 2 ¢'s
Observac / rein n inant uto interpre
Propriédad rmina rodu egui, a/ Da -
icdo/das a/distorcdo de/ar 0 é igual to da distorca
ela di 3o d
r e
€cao | imas o/vetori . Re eito fini
ar, neralizaca a "
Definicdo 6.17 (produto vetorial) Dados u,v € R? definimos
wy
w=| w | =uxveRs
w3
T1T 1
o produto vetorial entre u e v, componente a componente, por w; =det | u v e;
Lod b

Lema 6.18 (propriedades do produto vetorial) Sejam e;,e;,e3 os vetores da base
candnica do R3. Dados u,v,z € R?, k € R:
(a) u xu=0;
(b) u x v = —(v x u) (antisimétrica);
(c) (u+kv) xz=uxz+ kv xz (bilinear);
(d) e1 x es = e3 (orientacdo e normalizacdo);
(e) u x v é perpendicular au e v.
(f) |lu x v|| é igual a drea do paralelogramo gerado por u e v.
Prova: Deixamos para o leitor verificar (a)—(d). (e) Seja v = > vie;, (uxv)-v =
Sww; =Y det [ u|v]|e; |v; = (pela linearidade do determinante)
det [ u|v|>ve | =det[u|v|v]=0.
(f) Defina w = u x vew = w/||w| (normalizagdo do vetor w). Como w € unitario e
perpendicular aos vetores u e v, o volume do paralelepipedo gerado por u, v, w é igual a area
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Tt
do paralelogramo P gerado por u e v (porque?). Logo areade P éiguala |det [ u v w
L4

Como w = ||T1H >~ w;e;, pela multilinearidade do determinante:

Tt 7 1 T
area(P)=|det | u v w || = szidet uve|l=
A4
4 L4
= \LZW = ol = fwl = x v].
[w] [w]

[
@servagéo 6.11 (regra da mao direita, orientacdo e produto vetorial) \
Supondo que H = span{u,v} C R® é um plano (caso contririo u x v = 0 —

veja exemplo abaixo), H+ = r é uma reta. A propriedade (e) do lema mostra que

W =u X v €1 (porque?). Assim sabemos a direcdo de w: paralelo a reta r.

A propriedade (f) determina o tamanho de w. Defina k como a area do paralelogramo e

Z um vetor unitario que gera a reta r, entdo (porque?) w = kz ou —kz.

Fica faltando somente o sentido de w (duas possibilidades). O sentido correto é dado
ela regra da mao direita (veja préxima sec3o).

Exemplo 6.9 Mostre que se H = span {u,v} C R3 é uma reta ou {0}, entdou x v = 0.
Solucdo: Como H é uma reta ou {0}, o paralelogramo gerado por u e v é degenerado e
portanto possui area zero. Pela propriedade (e), u x v = 0. |

Exemplo 6.10 Determine:

(a) um vetor ndo-nulo perpendicular, simultaneamente, aos vetores (1,2,0) e (3,2,1);

(b) a area do triangulo do R? cujos vértices sdo (1,2,1), (2,1,2) e (3,—1,2);

20 —3y+2=0
20+ 2y+2=0
Solucdo: (a) (1,2,0) x (3,2,1) = (2, —1, —4).

(b) Definau = (2,1,2)—(1,2,1) = (1, —1, 1) ev = (3,—1,2)—(1,2,1) = (2, =3, 1).
Como a drea do tridngulo gerado por u e v é a metade da drea do paralelogramo gerado,
calculamos 1/2||u x v|| = 1/2[|(2, 1, —1)|| = 1/2V/6.

(c) E claro que poderiamos resolver o sistema. Mas se w = (x,y, z) as equacSes do
sistema dizem que w é perpendicular simultanemanete aos vetores (2, —3, 1) e (2, 2, 1).
Logow = (2, —3, 1) x (2, 2, 1) = (=5, 0, 10). n

(c) w € R3 tal que o conjunto solucdo de { seja r = span {w}.

Definicdo 6.19 (produto misto) Dados u,v,z € R3 definimos o produto misto entre

T 11

eles por (ux vi|z) =det | u v z

P

6.7 +Sinal do Determinante!

Para esta secdo reveja (na Wikipedia: Regra da Mao direita) a regra da mio direita.

LA leitura desta secdo é opcional.
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/]\
Dados u,v € R? quando o det v | & positivo e quando é negativo?
1

— 8 —

Obtemos a resposta pela regra de mio direita: fechando os dedos da mo direita, partindo
de u para v por dngulo menor que 180 graus, e determinando para onde o polegar aponta.
Se for saindo do papel, o determinante é positivo, se for entrando é negativo.

Para ilustrar considere a sequéncia da Figura [6.9] Mantendo fixo o vetor u e variando v,
sempre com o mesmo tamanho, mas formando angulos distintos com u, obtemos paralelo-
gramos com areas variando. Observe que quando u e v vio ficando mais proximos de serem
colineares a area vai tendendo para zero. llustramos os dois casos, onde u e v sdo colineares
mas com mesmo sentido ou com sentido oposto, quando a area do paralelogramo formado
é zero. Devido a escolhas feitas, quando o paralelogramo esta acima do vetor u a area é
positiva, quando estd abaixo & negativa. O ciclo representado na figura, iniciando no alto e
girando no sentido anti-horario, em termos de sinal da area, é: positivo — 0 — negativo —
0 — positivo - - -. Utilize a figura para verificar a regra da mao direita.

v u+v

VvV u+v

Figura 6.9: Variacdo do Sinal do det[u v].

Tt

Dados u,v,w € R3 quando o det | u v w | & positivo e quando é negativo?

L4

Obtemos a resposta, novamente, pela regra de mio direita. Dados u e v, eles geram
um plano II que divide o espaco em dois semi-espacos. Se w € II, entdo o determinante
é zero (porque?). Caso contrario, dependendo de qual semi-espaco o vetor w pertence, o
determinante sera positivo ou negativo. Se w pertencer ao mesmo semi-espaco que o polegar
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apés aplicacdo da regra da mao direita, o determinante sera positivo, caso contrario, negativo.

6.8 «*Regra de Cramer!

Vamos deduzir uma férmula explicita da soluc3o de sistemas lineares conhecida como regra
de Cramer, partindo de propriedades do determinante. Como a férmula é computacional-
mente ineficiente (por envolver o calculo de n determinantes), utiliza-se a eliminacdo de Gauss
ou outros métodos mais sofisticados para se resolver um sistema.

Lema 6.20 (Regra de Cramer) Considere o sistema Ax = b, com

1 oot 0 2
A=1|Vvy ... Vi1 V; Vi1 ... Vo | ex= :
) Lol ! .,
Caso tenha solucdo dnica, os componentes x; da solucdo x serdo dados por:
T T 1T 71 T
xT; = (det A>_1 det Vi ... Vi b Vit1 ... Vp 5
L L4 L

onde a matriz acima a direita é A com a i-ésima coluna substituida pelo vetor b.
Prova:—Da definicdo do produto matriz=vetor como combinacdo tinear de cotunas,; escreve-
mos o sistema como x1vy + -+ + x,V, = b.

Vamos primeiro determinar xz; para depois fazer o caso geral em cima do mesmo principio.
Determinamos x; passando b para outro lado e obtendo 1-(z3vy —b)+zova+- - -+x,v, = 0.

Concluimos que sdo LDs (note que o primeiro coeficiente é ndo-nulo igual a 1) os ve-

T T T
tores (r1vy — b),va,..., vy Logo det | z3vi —b vy ... v, | = 0. A linearidade do
I I I
determinante implica que
T 1 T T 1 T
zidet | vi vo ... vp | —det| b vy ... v, | =0.
L4 ! L !
Logo,
T 1 T T 1 T
ridet | vi vo ... vy | =z1detA=det | b vy ... v, |,
VNS ! L !

de onde segue o resultado.
De forma geral, determinamos x; passando b para o outro lado:

r1vi+--+ 1 (2vi—b)+ -+ 2,vy, = 0.

Concluimos (novamente) que sdo LDs os vetores vy, ..., vi_1, (;vi —b), Vii1, ..., Vp.
Aplicando o determinante e usando sua linearidade, fazendo raciocinio analogo ao que
fizemos para obter xy, chegamos a férmula para x;. [ ]

Utilizando a regra de Cramer podemos obter uma férmula explicita para a matriz inversa.
Veja Wikipedia: Matriz inversa.

LA leitura desta secdo é opcional.
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6.9 Exercicios de Determinantes

6.9.1 Exercicios de Fixacao

Fix 6.1: Determine se é Verdadeira ou Falsa:
(a) se as colunas de A sdo LDs, entdo det(A) = 0;
(b) se det(A) = 0, entdo duas linhas ou colunas s3o iguais ou entdo uma linha ou coluna

tem somente zeros;
(c) se B é obtida de A trocando duas linhas de A entre si, det(B) = det(A);

(d) se as linhas de A sdo Lls, entdo det(A) > 0.
Fix 6.2: B é quadrada com det(B) = —2.

(a) det(BT) = __; (b) det(B™1) = __; (c) det(B®) =
Fix 6.3: A, B, C sdo matrizes quadradas.
(a) det(A+ B) (=,#, pode ser = ou #) det(A) + det(B);
(b) det(AB) (=,#, pode ser = ou #) det(A) det(B);
(c) Se det(A) = —3, det(B) =2 e det(C') = 5, entdo det(ABC) =
Fix 6.4: )
1 111 1 111
1 111 0 211
(@det )y | = (B)det ) o g3 1|~
111 1| 000 4
Tt
Fix6.5:A=|u v w [, uv,weR3 comdet(4) =T.
T
IR T T 1
(a)det | 2v w u | = ; (b)ydet | u 3v—w w | =
[ 11 bbb
[+ w — —2u— |
(c)det | <~ v+u—w— | = (d) det | < 2v— | =
— u — — 2w — |
(e) Se drea(Q) = 6, entdo drea({Av; v € Q}) = e area({w; Aw € Q}) =
(f)Seau+bv+cw=0,entdoa+b+c=
Fix 6.6: Se det(A) = 4, o sistema:
a = possul nenhuma solucdo, uma dnica solucso,
Al ; |
infinitas solucdes, nenhuma ou infinitas solugdes);
(b) A g = 8 possuli (nenhuma solugdo, uma dnica solucdo,
infinitas solucdes, nenhuma ou infinitas solugdes);
Se det(B) = 0, o sistema:
x 1
(c)B|ly | = | 2| possui (nenhuma solucdo, uma dnica solugao,
z 3

infinitas solucées, nenhuma ou infinitas solugées);

IVersio 03.0ut.2012 09h
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x 0
(d) Bl y | =10/ possui (nenhuma solucdo, uma dnica solucio,
z 0

infinitas solucGes, nenhuma ou infinitas solucées).

Fix 6.7:Se det(B) = 0:

T 1
(a)e B=|u v |,entdoué (maltiplo de, perpendicular a) v;
AR
T
(b) eB=|uv w|,entdoué (mL’/Itip/o de v, perpendicular a w, maltiplo de
1Ly
v + w, pertence ao plano gerado por v e W);
(c) colunas de B sdo __ (LIs, LDs); (d) linhas de B sdo __ (LIs, LDs).
Fix 6.8:Seja T : RS — RS linear.
(a) NucT # 0 se, e somente se detT' ___ (=0, #0)
(b) se det T =5, entdo dim(NucT) __ (=5, =6, =0, #0);
(c) se existe T71, entdo det(T) ___ (=1,=-1,=0,#0);
Fix 6.9:Seja A 4 x 4.
(a) se posto(A) =4, entdodet A __ (=0, £0, =4);
(b) se posto(A) =2, entdodet A= __ (=0, #0, =2);
(c) se det(A) = 3, entdo posto(A) = ___ (0,1,2,3,4);
(d) se det(A) =0, entdo posto(A) ___ (=0,=1,=2,=3,=4,>0,>2,< 4).
Fix 6.10: Sejam A matriz quadrada, 0 # v € R" e A € R tais que Av = Av: det(A — \I)
—(=0.#0).

Fix 6.11:Seja A = { 2
a b

3 ] com det(A) = 4.

(a) a area do triangulo com vértices em (0,0), (2,a), (3,b) &
(b) a area do tridngulo com vértices em (0,0), (2,3), (a,b) é ;

(c)u= [2] ev= [2} Se Aju= Ayvpara A\, s €R entdo \j=_ ey = .

6.9.2 Problemas

Prob 6.1: Calcule o determinante das matrizes abaixo

9 5 4 02 30
@ |31 2| b |04 0
546 010 3
2 01 3

Prob 6.2: Aplicamos em uma matriz A 5 X 5 as seguintes operacbes elementares:
(i) trocamos l5 com ly; (i) Iy < Iy + 3ly; (i) multiplicamos [, por —4.

6 1 2 3 1
02 5 —-1 1
Obtemos amatriz B=| 0 0 —1 3 —5 | . Calcule det(A).
00 o0 3 2
00 0 0 1

Prob 6.3: Para cada matriz A abaixo determine todos A € R de modo que a matriz A — A/
ndo seja invertivel:
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O = W
o = O
N O O
_ o O

(a)Az{g g} (b) A=
0 0

Prob 6.4:A imagem do circulo {(z,y) € R? | 22 + y* < 1} pela transformagdo linear
(z,y) — (22 — y,2x +y) € a elipse {(z,y) € R? | 52% — 6zy + 5y? < 16}. Qual é a area
compreendida por esta elipse?

]
[\

Prob 6.5: Divida (trocando linhas, se necessario) em blocos para calcular o determinante de:

3 4 00 00 20 34567
2300 000 3 23456
(a) (b) : @001 11

5 6 7 1 31 50
01 1 2 1 2 0 3 00 101
00011

Prob 6.6: Calcule o volume do paralelepipedo abaixo, cujos vértices sdo:
A=(2,3,4), B=(0,8,7),C =(-1,5,9), D = (2,-1,10),
E =(-3,10,12), F = (0,4,13), G = (—1,1,15), H = (—3,6, 18).

A
A

G D

Prob 6.7:Se T'(z,y, z,w) = (2 + y, x — 2y, z, w), calcule o det(T).
Prob 6.8: Calcule:

00 0 d 0 ... 0 a
a T

(@) det | o S ol by1den) v = 2
a h v j an, r x

Prob 6.9: Considere A = [ a b ]
c d

- 1 d —b
Verif Al = :
(a) Verifique que g [ e }
(b) Qual o erro na “prova” que det(A~') & sempre 1: det(A™!) =

1 d —b 1 d —b 1
—det(ad_bc[_c a])_ad—bcdet[—c a}—ad_bc(ad—bc)—l.

Prob 6.10: Considere B uma matriz 3 X 3 cujas entradas vocé desconhece.

(a) Qual o menor nimero de zeros que devemos colocar nas entradas de B para garantir
que det B = 0?7 Onde devem ser colocados?

(b) E para uma matriz n X n?

Prob 6.11: Mostre que a equacio da reta em R? que passa por vy = (x1,91) € va = (29, %>)
z y 1

édadapordet | 1 y1 1 | =0;
Ty Yo 1
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6.9.3 Extras
Ext 6.1:Se A & uma matriz n X n com det(A) = —3, entdo:

(a) det(A+A)=__ (b) det(3A) = __; (c) det(A®/3) = ___
Ext 6.2: B uma matriz quadrada.

(a) se uma linha & mdltipla de outra, entdo B (possui/nio possui) inversa;

(b) se nenhuma linha é maltipla de nenhuma outra, entéo (det(B) # 0, det(B) =

0, nada podemos afirmar).

Ext 6.3:Suponha que 7" : R? — RR? linear preserva area. Isto implica que T preserva
comprimentos também?

Ext 6.4:Sabe-se que trés arestas adjacentes ao vértice (0,0,0) de um paralelepipedo no
R3 sdo determinados pelos vértices (—1,2,2), (2,—1,2) e (2,2,—1). Calcule o volume do
paralelepipedo.

Ext 6.5:Seja T'(z,y,2) = (x + 2z, 2x +y + 32z, z — x). Considere o cubo
C = {ae;y + bes + ces; a,b,c € [0,3]}.
Determine o volume do paralelepipedo

T(C) ={aT'(e1) + bT(e2) + cT'(e3); a,b,c € [0,3]}.

Ext 6.6:Sejam a,b,c nimeros reais positivos. Determine o volume do elipséide £ =
{(x,y,2) € R% (z/a)® + (y/b)* + (z/c)* < 1} encontrando um conjunto B C R? e uma
transformacdo linear 7" tal que T'(B) = E.

Ext 6.7: Calcule o determinante das matrizes abaixo
4 11 -7 -1 -3

Boa 10 s s

@ | 2 7 0 0 -2|; (b)
0 3 0 0 0 L2 3
3 3 3 2

3 -1 6 0 5

Ext 6.8:Para cada matriz A abaixo determine todos A € R de modo que a matriz A — A\
n3o seja invertivel:

— O

@a-| 3] (b) A= %1

Ext 6.9: Diz-se que uma matriz quadrada P é uma projecio (ou projecdo obliqua, para
enfatizar que pode n3o ser ortogonal) se P? = P. Mostre que det(P) é 0 ou 1.

o NN O

Ext 6.10:Suponha que A e B sdo matrizes quadradas n x n com AB = [. Prove que
BA=1.
Ext 6.11:Suponha A* = I. Prove que

(a) se k é impar, entdo det(A) = 1, (b) se k é par, entdo det(A) =1 ou —1.
Ext 6.12:

(a) Prove (usando determinante) que ndo existe matriz A 3 x 3 (com entradas reais) tal
que A% = —I3,3 (identidade);

0 —
(b) Tome B = { i
sentido, B = v/—1. (A matriz B é uma rotagdo de 90°.)
Ext 6.13:

] e mostre que B? = —Iy,, (identidade) e portanto, num certo
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Definicdo 6.21 Diz-se que uma matriz quadrada S é anti-simétrica se ST = —S.

(a) Mostre que det S = 0se S én x n com n impar.
(b) D& um exemplo de S 2 x 2 anti-simétrica e det S # 0
Ext 6.14: Suponha N nilpotente (veja Definig:éoda p. , isto &, N*¥ = 0 para algum
k € N. Mostre que N n3o é invertivel.
Ext 6.15:

Definicao 6.22 Diz-se que uma matriz quadrada Q é ortogonal se QT Q = I,,,, (identi-
dade).

Mostre que det(Q)) é 1 ou —1.

Ext 6.16: Deduza a férmula do determinante da matriz 3 x 3 mostrada na Figura da
p[174] completando os detalhes do que foi feito Ia.

. A B
Ext 6.17: Considere M = {C’ D

exemplo que mostre que nem sempre det(M) = det(A) det(D) — det(B) det(C).

X I
A0
identidade, todas de mesmo tamanho. Prove que det(M) = det(A).

}, com A, B,C e D matrizes quadradas 2 x 2. D& um

Ext 6.18: Considere a matriz (em blocos) M = , com A, X quadradas e I a matriz

Ext 6.19:Sejam A, B matrizes quadradas de mesma dimensdo. Prove que det(AB) =
det(BA) (verdade mesmo que AB # BA).

2
Ext 6.20:Suponha que A = PDP~! com D = _ diagonal. Prove que

det(A¥) = (n!)*.
Ext 6.21:Se A e B sdo invertiveis:
(a) A+ B é invertivel? (b) AB é invertivel? (c) ATB & invertivel?

Ext 6.22: Se AB é invertivel, entdo A & invertivel?

Ext 6.23: Determine uma férmula geral para o determinante da matriz n x n cujos Gnicos

0O ... 01
- 0 ... 10
elementos ndo-nulos sdo a;; =1 comi+j=n+1: M = o
1 ... 00
Ext 6.24: Mostre que a equacdo do plano em R3 que passa por vy = (71,91,21), V2 =
r y z 1
1
(22, Y2, 22) € v3 = (T3,Ys3, 23) é dada por det 1A = 0.

Ty Y2 2z 1

r3 Y3 23 1

Ext 6.25: (a) Mostre que a area do tridngulo com vértices em vy = (21, 41), Vo = (T2,2) €
1 oy 1

v3 = (z3,y3) € dada por 1/2det | xo yy 1
r3 y3 1
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Y1 Y2 Ys
e fazendo a soma do produto da diagonal com sinal positivo numa direcdo e negativo na

outra. Este esquema permite obter férmula de area de poligono qualquer (ja que area é igual

(b) O determinante acima pode ser calculado montando a matriz { Lom2ms }

a soma das areas dos tridngulos) com vértices em (z1,v1),... (n,y,) utilizando a matriz
Tt e T Determine-a,
Y = Yn N
Ext 6.26:
AN O --- 0
_ _ 0N --- 0
(a) Calcule o determinante da matriz Al,x, = _
0 0 --- \

(b) Seja A uma matriz n x n. Se det(A) é conhecido, calcule det(\A), onde A € R.
Note que, em geral, ndo é Adet(A).

(c) Interprete estes resultados em termos de volume. O que acontece com a area de um
quadrado se dobramos o comprimento dos seus lados? O que acontece com o volume de
um cubo se dobramos o comprimento das suas arestas? Mais geralmente, o que acontece
com um sélido em R"™ se ampliamos (ou reduzimos) suas dimensdes lineares por um fator
multiplicativo A7

6.9.4 Desafios

Des 6.1: A Definicdo da p[183] pode ser generalizada para se definir o produto vetorial
entre n — 1 vetores em R"™.

Definicdo 6.23 (produto vetorial) Dados uy,...,u,_; € R" definimos
Wy
w = : =u; X ---xXu,_1 €R",
Wn,
o produto vetorial entre uy, ..., u,_,, componente a componente, por
T T 7
w; = det u; -+ Up—1 €
\ Ll
Mostre que:

(a) este produto possuird as mesmas propriedades que o produto vetorial em R? (anti-
simétrica, linear em cada fator, orientacdo e normalizacdo);

(b) uy X uy X ---u,_1 € perpendicular a cada u; parai=1,...,n — 1.

Des 6.2:
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Definicao 6.24 (Wronskiano) Dado um conjunto {f|,f, ... f,} de funcdes infinitamente
diferenciaveis definimos o wronskiano W (fy,f,, ..., f,)(z) como o determinante da matriz
fl@)  fl@) e falz) ]
fi(x) folx) - fu(x)
1 (x) o(x) - fl@)
| 170w £ )

(a) Prove que se {f;,f,,... ,f,} € LD, entdo W(f},f;,...,£,)(z) = 0 para todo z;
(b) conclua de (a) que se W (zy) # 0 para algum zg, entdo o conjunto de fun¢des é LI;
(c) use (a) para provar que {1,z,e"} é LI
(d) é claro que o conjunto de funcdes {x?, xz|x|} & LI (porque?). Por outro lado,
W (z?, z|z|)(z) = 0 para todo z. Isto ndo implica por (b) que o conjunto é LD?
Obs: (z|z|) = 2|z|.
Des 6.3:(regra de Chid) Através dessa regra é possivel abaixar em uma unidade a ordem
de uma matriz quadrada A sem alterar o valor do seu determinante. Seja B uma matriz

1 u
quadrada, prove que det B = det { B — vu”l } . Verifique que esta é a regra de
\%
Chio.
Des 6.4: (determinante de Vandermonde 3 x 3) Prove que
1 a a?
det | 1 b 8 | =(b—a)(c—Db)(c—a).
1 ¢ ¢
Des 6.5: Considere o seguinte problema: Dados pontos (z;,7,) € R*> com i = 0,...,n

determine polindmio p(z) de grau n tal que p(x;) = y;.
(a) Monte um sistema linear para determinar os coeficientes a; do polinémio p(z) =

n

E a; T’

=0
1 - 1
i "EO DRI (I/’n . .
(b) Defina M = _ _ (conhecida como matriz de Vandermonde). Mostre
’IBL ... xz
ap Yo
que o sistema pode ser escrito como M | = :
Qn, Yn
(c) Mostre que det M = H(%’n — ).
k<n

1+a b c d
a 1+b ¢ d

b 1+c d
a b c 1+d

Des 6.7: Prove que uma matriz com todas entradas racionais possui um determinante raci-
onal.

Des 6.6: Prove que det =l4+a+b+c+d.
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Des 6.8:Seja A uma matriz n X n com |a;;| < k. Usando a idéia de determinante como
volume, mostre que |det A| < (k/n)™.

a b
Des 6.9: Considere a matriz tridiagonal n x n A, = ¢ .a )| Defina d,, =
c a
det(A,).
(a) Prove que d,,y1 = ad,, — bed,, 1.
(b) suponha que a =2 e b=c = —1. Prove que det(A,) =n+ 1.
Des 6.10: Calcule: ) . _
T a a - a 0 1 ... 1
= a r a - a
(@)Pdet | a =z a |; (b)det| @ a x - a |. (c)fdet 1 0
a a oo : o1
a a a - T 1 10

Des 6.11: (Calculo do posto de uma matriz utilizando determinante de submatrizes) Prove
que para qualquer matriz o posto é k se, e somente se, k£ & o maior inteiro tal que existe uma
submatriz £ x k com determinante n&o-nulo.

Des 6.12: Existem 16 matrizes 2 por 2 cujas entradas possuem somente 0's e 1's. Quantas
delas s3o invertiveis?

2Veja [12] p.29, #9.
Veja [13] p.216 #10.



Capitulo 7
Autovetores e Diagonalizacao

Definimos autovalores e autovetores de transformacdes lineares em espacos vetoriais com
énfase no R”. Algumas aplicacdes sdo:

(a) calcular poténcias (A¥) e raiz quadrada (v/A) de matriz;

(b) determinar se o sinal de f(z,y) = ax® + bxy + cy® & sempre positivo ou negativo ou
indeterminado (classificacdo de formas quadraticas);

(c) determinar estado limite de um sistema iterado: comecando num estado vy € R" e

evoluindo por v,, = Av,,_1, determinar lim v,,.
n—o0

(d) classificar conicas e quadricas (ver Wikipedia).
(e) caracterizar geometricamente uma TL.

7.1 Autovalores e Autovetores

Problema Central deste Capitulo
Dada transformacdo linear T : V. — V, existe v € V n&o-nulo tal que v e T'v sio
paralelos? De forma equivalente: existe direcdo preservada por 77 Como calcula-l1a?

Definicdo 7.1 (autovalor, autovetor e espectro) Seja T' : V. — V transformacéo li-
near. Dizemos que v € V ndo-nulo é autovetor associado ao autovalor \ se Tv = \v.
O conjunto de autovalores de T' é chamado de espectro de T'.

/a)servagéo 7.1 \

(a) A pode ser zero, mas v ndo. De fato a “direcdo” v = 0 é sempre preservada por uma
TL qualquer pois TO = 0 mas v = 0 ndo é autovetor.
(b) Se v € NucT é ndo-nulo, entdo é autovetor associado ao autovalor A\ = 0 pois
Tv=0v=0.
(c) O autovetor associado a um autovalor ndo é dnico. De fato, se v é autovetor qualquer e
\Qé 0, w = kv também é autovetor pois T'(w) = T(kv) = kT (v) = kAv = A(kv) = /\vy
Para ilustrar estes conceitos de forma geométrica estude o Exemplo[7.5/da pJ199|e Exem-

plo da p[199] Observe nestes exemplos que:
(a) qualquer maltiplo de dire¢do preservada também sera preservada: autovetor ndo € Gnico;

LVersio 04.out.2012 16h
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(b) podem existir nenhuma, uma, duas, etc. ou infinitas direcdes preservadas;
(c) zero pode ser autovalor.

Como calcular autovalores e autovetores de 7' : R® — R"? I

Para que v seja autovetor basta que
Tv—-Av=Tv—AN)v=(T-X)v=0 com v#O0.

Portanto v é elemento ndo-nulo do Nuc(T'—AI). Pelo Teorema da pl177, Nuc(T—\I) #
0 se, e somente se, det(T" — AI) = 0. Este determinante serd um polinémio em A (veja

Exercicio [7.4) da p[214)).

Definicdo 7.2 (polindmio caracteristico) Dada transformacéo linear T : R" — R", de-
finimos o polinémio caracteristico de T por p(\) = det(T — \I).

Como o conjunto de autovetores associados ao autovalor A & igual ao Nuc(7' — AI) apés
retirarmos o vetor nulo, este conjunto é chamado de autoespaco associado a .

Definicdo 7.3 (Autoespaco) de T associado ao autovalor A é o Nuc(T — \I).

Em resumo, dado 7' : R® — R™:

e Determinamos autovalores calculando os zeros do polinémio caracteristico p(\) =
det(T — AI). Devemos preservar uma expressdo fatorada por ser muito dificil deter-
minar raizes de polinémios de grau 3 em diante (veja Observagdo 6.8/ da pJ180));

e Determinamos os autovetores resolvendo o sistema (7" — Al)v = 0 para cada
autovalor A.

Exemplo 7.1 Calcule os autovalores e autoespacos de T = _1 _i

Solugdo: Autovalores: Como o polinémio caracteristico p(\) = det(T' — \I) =
= det [ (1__1>\) (1__1)\) } =(1-X)?*=1=(\—0)(\—2), os autovalores sdo 0 e 2.
Autoespaco para A = 0: Resolvemos o sistema

e[ 1]

Obtemos { _i ‘_H:g B 8 . Portanto x =y, solucdo (x,y) = t(1,1) parat € R. Desta forma

o autoespaco associado ao 0 é ((1,1)). Um autovetor é (1,1) ou (2,2) ou (1/2,1/2) ou
(—1,—1) ou (—100, —100) etc.
Autoespaco para A = 2: Resolvemos o sistema

ro- (01, 3] (2]

Obtemos { :i : Z i 8 . Portanto x = —y, solucdo (x,y) = t(1,—1) parat € R. Desta
forma o autoespaco associado ao 2 é ((1,—1)). Um autovetor é (1,—1) ou (2,—2) ou
(1/2,—1/2) ou (—1,1) ou (—100,100) etc. n
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Observacdo 7.2 (Software Algébrico) Pode-se calcular os autovalores e autove-
tores com a fungdo do Maxima eigenvalues e eigenvectors. Entramos a ma-
triz com M: matrix( [1,-11, [-1,11); e calculamos: eigenvalues(M)[1]; e
eigenvectors (M) [2] ;.

3 — 0
Exemplo 7.2 Calcule autovalores e autovetoresdeT = | 1 1 0
1 -1
Solucao: Autovalores: O polinbmio caracteristico é
(3—N\) ~1 0
p(A\) = det(T — \I) = det 1 (1—=X) 0 |. Para calcular o determinante
1 0 (=1-=2X)

note que a matriz ja é quase triangular inferior. Para zerar o —1 (linha 1 coluna 2), faca
li < 11 +13/(1 — X\). Obtemos

(B3—=X)—=1/(1=X) 0 0
det(T — AI) = det 1 (1-=2X) 0
1 0 (=1-=2X)

Como a matriz é triangular, o determinante é (—1 — \)((3 — A\)(1 = \) —1). Como (3 —
N1=X)—1==-2+4\—4=—(\—2)2, det(T — ) = —(—1 — \)(\ — 2)%. Portanto
os autovalores sGo 2 e —1.

Autoespaco para A = 2: Resolvemos o sistema

(3-2) ~1 01z 0
(T —2)v = 1 (1-2) ol ly|=1]0
1 0 (-1-2) || = 0
r—y=0
Obtemos x —y =0 . Portanto tomando z = t, solucdo (z,y,z) = t(3,3,1) parat € R.
r—32=0
Desta forma o autoespaco associado ao 2 é ((3,3,1)).
Autoespaco para A = —1: Resolvemos o sistema
(34 1) ~1 01 = 0
(T+I)v= 1 (1+41) 0 y | =10
1 0 (-141) || z 0
de —y =10
Obtemos ¢ x —2y =0 . Portanto v =y = 0, e z qualquer, solucdo (x,y,z) = t(0,0,1)
z=0
parat € R. Desta forma o autoespaco associado ao —1 é ((0,0,1)). [ ]

Exemplo 7.3 (rotacdo no plano) No Exemplo da pl9§ deduzimos que a matriz de
~ . . R cosf) —senb
rotacdo de vetores do plano por um 4ngulo 6 (no anti-horario) é R = [ sen o5 0 }
Determine os autovalores e autoespacos para cada 6.
Soluc3o: Polinémio caracteristico: p(\) = (cos §—\)?+sen? § = X\*—2)\ cos 0+1 (identidade
trigonométrica sen” 6 + cos*6 = 1). Como A = 4(cos*6 — 1) = —4sen?d, A < 0 (raizes
complexas) a ndo ser que sen 6 = 0, ou seja, a ndo ser que § = 0° ou 180°. Portanto s3o trés
casos:
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(a) 0 = 0°. Neste caso R = I, a matriz identidade. O dnico autovalor é 1 com com
qualquer direcdo ndo-nula como autovetor.

(b) 6 = 180°. Neste caso R = —I. O dnico autovalor é —1 com qualquer direcdo ndo-nula
como autovetor.

(c) 0 & {0°,180°}. Neste caso ndo existe autovalor (real) e nenhuma direcdo é preser-
vada. |

@)servagéo 7.3 Vamos explorar sob nova ética o item (c) do exemplo anterior. Paa
fixar ideias examinamos o caso da rotacdo de 90 graus, sendo os outros casos analogos.

Até agora trabalhamos com o espaco R? de pares ordenados de nimeros reais com esca-
lares reais. Podemos considerar o espaco C? de pares ordenados de niimeros complexos
com escalares complexos. Quase tudo que fizemos até aqui (exceto produto interno) se
aplica sem alteracdes, em particular a solucdo de sistemas lineares, definicdo de nicleo
e imagem, determinante, etc. Pensando desta forma, no caso da rotacdo por 90 graus,

-1 o _ .
R = { (1) 0 } o polinémio caracteristico é p(\) = \? + 1, os autovalores sdo +i, e os

autovetores se calculam da forma usual. Calculamos o autoespaco para A = i resolvendo

o sistema:
. —1 —1 x 0
S R M
Obtemos { _;x—_iz i 8 . Escalonando obtemos (multiplique segunda linha por i e some
com a primeira) { T ‘g i 0 Tomando x = 1 obtemos y = —i. Logo (1, —i) € C?

é um autovetor de R associado a A =i € C pois

dE N IR R |

\%forma analoga (verifique!) (1, i) € C? é um autovetor de R associado a A = —i € g

Exemplo 7.4 Determine autovalores e autoespacos das TLs em R? abaixo. Com isto entenda
a geometria da TLs.

(a) T(z,y) = (x+y, y);: () T(x,y) = (3/2z, 2y),

(0) T(e,y) = (3/20, —2);  (d) T(w,y) = (2/2, 29).
Solucdo: (a) O dnico autovalor é 1 com autoespaco correspondente (e;) (e; = (1,0)).
Observe na Figura o efeito desta TL, similar ao que ocorre com um baralho de cartas
quando deslizamos as cartas uma por cima das outras. O efeito é deslocar os vetores mais
para direita, para y > 0, mais para a esquerda, com y < 0, mantendo a componente y.
Um exemplo s3o placas tectdnicas da terra deslizando uma sobre a outra. E conhecida como
cisalhamento

(b) Séo autovalores 3/2 e 2, com autoespacos respectivamente (e;) e (e3). O circulo
unitério é levado por T' numa elipse. Esta transformacdo amplia os vetores na direcdo x e vy,
mas com ampliacdo maior na direcdo vy, fazendo com que a imagem de um circulo seja uma
elipse (veja Figura . E uma ampliacdo/reducio elipsoidal com reflexio.

(c) Sdo autovalores 3/2 e —2, com autoespacos respectivamente (e;) e (e3).

Esta transformacdo amplia na direcdo y mas refletindo no eixo x e amplia na direcdo x
(veja Figura[7.2).

(d) Sdo autovalores 1/2 e 2, com autoespacos respectivamente (e1) e (es).
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Esta transformacdo amplia na direcdo y e reduz na direcdo x (Figura . E amplia-

¢do/reducdo elipsoidal. [ ]
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Figura 7.1: Cisalhamento: T'(x,y) = (x + y,y)
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Figura 7.2: Ampliacdo Elipsoidal T'(x,y) = (3/2x,2y) e Ampliacdo Elipsoidal com reflexdo

O préximo exemplo pode ser resolvido somente por geometria.

Exemplo 7.5 Determine autovalores e autoespacos das TLs em R?:

(a) Reflexdo em torno do eixo x.  (b) Projecdo no eixo x.
Solucdo: (a) Vetores no eixo x serdo preservados. Assim 1 é autovalor com autoespaco (e ).
Vetores no eixo y serdo refletidos. Assim —1 é autovalor com autovetor (e»); Veja Figura[4.3
da p[96).

(b) Vetores no eixo = serdo preservados. Assim 1 é autovalor com autoespago (e;).
Vetores no eixo y serdo levados no zero. Assim 0 é autovalor com autoespaco (es); Veja

Figura[4.4 da p[97 |
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Figura 7.3: Ampliagdo/Reducdo Elipsoidal: T'(z,y) = (x/2,2y)

Exemplo 7.6 Determine autovalores e autoespaco somente por geometri‘ﬂ das TlLs em
R3:

(a) T uma projecdo ortogonal no plano z = 0.  (b) T uma reflexdo no plano y = 0.

(c) T uma projecdo ortogonal na reta gerada pelo vetor (1,2,1).

Solucdo: (a) Sdo preservadas: direcdo e; = (1,0,0) (no eixo x) cuja imagem Te, =
(1,0,0) = ey, direcdo e; = (0,1,0), no eixo y, cuja imagem Tey = (0,1,0) = ey e direcdo
e3 = (0,0, 1), no eixo z, cuja imagem Tez = (0,0,0) = Oes.

S&o autovalores 1, com autoespaco (e1,e;), e 0, com autoespaco (e3). Veja Figura[4.5 da
pl97. Assim o autoespaco associado ao autovalor 1 é o plano z = 0 e o autoespaco associado
ao autovalor 0 é ao eixo z, que é perpendicular ao plano z = 0.

(b) O plano y = 0 é autoespaco associado ao autovalor 1 (porque?). Os vetores no eixo
y, que é perpendicular ao plano y = 0, serdo refletidos em torno do plano y = 0. Assim o

'Em todos os exemplos, pelo Lema da pf201} como a soma das dimensdes dos autoespacos é 3,
calculamos todos autovalores e autoespacos.
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autoespaco associado ao autovalor —1 é o eixo y.

(c) Como T'(1,2,1) = (1,2,1), o vetor (1,2,1) é um autovetor associado ao autovalor
0. Ja vetores perpendiculares a (1,2,1) como (—1,0,1) ou (0, —1, —2) sdo levados no zero
e portanto sdo autovalores associados ao autovetor 0. Assim o autoespaco associado ao
autovalor 1 é a reta ((1,2,1)) e o autoespaco associado ao autovalor 0 é o plano perpendicular
ao vetor (1,2,1) que denotamos por ((1,2,1))". n

Na teoria (mais avancada) de equacdes diferenciais determinamos autovalores e autoveto-
res (chamados de autofuncdo) dos operadores lineares derivada primeira e derivada segunda
no espaco das funcdes reais diferenciaveis C*°(R;R) (espaco de dimensdo infinita).

Exemplo 7.7 Para cada T : C*(R;R) — C>*(R;R) abaixo, determine um autovetor (tam-
bém chamado de autofuncdo) f € C*°(R;R) associado ao:

(a) autovalor 3 se T'f = f';  (b) autovalor —4 se T'f = f".
Solucdo: (a) f(t) = exp(3t) pois f'(t) = 3exp(3t), isto é, T'f = f' = 3f. Note que
g(t) = Cexp(3t) também serd autofuncdo para qualquer C € R.

(b) Uma possibilidade é f(t) = sin(2t) pois f'(t) = 2 cos(2t) = f"(t) = —4sin(2t), isto
é " = —4f. Outra funcio é f(t) = cos(2t) pois f'(t) = —2sin(2t) = f"(t) = —4 cos(2t),
istoé, T'f = f" = —4f. Combina¢Bes lineares de sin(2t) e cos(2t) também serdo autofuncao,
isto é, g(t) = Cysen(2t) + Cycos(2t) com Cy,Cy € R também sera autofuncio. |

7.2 Diagonalizacao

Definicdo 7.4 (matriz diagonalizavel) Dizemos que uma matriz quadrada A é diagona-
lizavel se existe P invertivel tal que P"'AP = D (ou de forma equivalente A= PDP~!),
com D diagonal.

/&)servagéo 7.4 Portanto se A é diagonalizavel, AP = PD. Note que se P ;

1 0 A
vi -+ Vv, | e D é matriz diagonal com D = , entdo AP =
4 \J An
[ 1 T T )
Avy oo Avy, | = | Mvi - AV | Assim, Av; = \;v;. Logo as colunas de
| I I I
\Qséo autovetores de A com autovalores na diagonal de D. J

Definicdao 7.5 (decomposicdo espectral) Se A é diagonalizavel chamamos de decom-
posicdo espectral de A uma fatoracdo A = PDP~! com D diagonal e P invertivel.

A série de Lemas e Corolarios que vamos apresentar vdo permitir obter condicdes para
garantir que uma matriz é diagonalizavel ou n3o.

Lema 7.6 Sejam \q,...,\, autovalores distintos de A e H; autoespaco associado a \;. Se
b1 C Hy, ..., B, C H, sdo conjuntos Lls, entdo a unido deles p; U --- U (3, também é LI.
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Prova: Vamos provar por inducdo em n. Paran = 1 & imediato. Suponha verdade paran =

p. Vamos provar para n = p+1. Sejam B, = {uy,...,ux e f1U---UB, = {vy,...,vi}.
Suponha que
k !
Z a;u; + Z ijj = 0. (71)
i=1 j=1

Queremos mostrar que a; = b; = 0 para todo 7, j. Aplicando A em (7.1)) obtemos que

>\p+1 Zaiui + Z’ujijj = 0, com p; = )\m7 1 <m< p. (72)
i J

®Se M\ #£0, X au = =3 & 3.5 b;v;. Substituindo em 1} obtemos

> - /\Hbvj—i—va]—O—Z(l—)\H)bv]—()

J J

-)bj = 0 para todo
j. Como p; # Api1 (autovalores distintos), (1 — < +1) # 0. Logo b; = 0 para todo j.

e Se )\, 1 =0, por . >, iibjvi = 0. Como {vy,...,vi} &Ll u;b; = 0 para todo j.
Como p; # 0 (porque?), b; = 0 para todo ]

Nos dois casos, substltumdo b; =0 em concluimos que Y a;u; = 0. Como (3,41 é
LI, concluimos que a; = 0 para todo i. [ ]

Como por hipétese de indugdo 51 U---U S, = {vy,...,v;} €Ll (1—

Corolario 7.7 (autovetores sdo Lls) Autovetores associados a autovalores distintos sdo
linearmente independentes, ou seja, se vi, # 0 e Tvy = \Nvi, kK = 1,...,p, com \;'s
distintos, entdo {vy,...,v,} é LI.

O préximo corolario apresenta uma condicdo suficiente (mas ndo necessaria) para que
uma matriz seja diagonalizavel. A condicdo ndo & necessaria pois uma matriz com todos
autovalores iguais (por exemplo a identidade, que possui somente o autovalor 1) pode ser

diagonalizada.

Corolario 7.8 (condicdo suficiente para matriz ser diagonalizavel) Se uma matriz A
de dimensbes n X n possui n autovalores distintos, entdo A é diagonalizavel.

Prova: Se existem n autovalores distintos, pelo Corolario [7.7] eles sdo Lls. Definindo P
uma matriz com os n autovetores, como eles sdo Lls, pelo Teorema 6.11] da plL77] a matriz
P & invertivel. Como sdo autovetores temos que AP = PD (ver Observacdo da p[201).
Logo A é diagonalizavel. ]

Corolario 7.9 (caracterizacdo das matrizes diaginalizaveis) Considere A uma matriz
n X n. A matriz A é diagonalizével se, e somente se, a soma das dimensées dos autoespacos
associados a cada autovalor de A é n.

Prova: Suponha que a soma das dimensdes é n. Tome P uma matriz cujas colunas so
vetores das bases dos autoespacos. Pelo Lema da p[207] eles s3o Lls e sdo n vetores. Pelo
Teorema da p[L77]a matriz P é invertivel. Como sdo autovetores temos que AP = PD
(ver Observacido da p[201)). Logo A é diagonalizavel.

Se A é diagonalizavel, AP = PD e as colunas de P sdo autovetores. Como sdo n
autovetores e P é invertivel, sdo Lls. Assim segue que formam base de cada autoespaco. =
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Algoritmo para diagonalizar matriz A de dimensio n.

e Calcule os autovalores (raizes do polindmio caracteristico).

e Encontre bases para autoespacos (resolver sistemas homogéneos).

e Junte os autovetores das bases dos autoespacos: se tivermos n autovetores Lls A é
diagonalizavel, caso contrario ndo é diagonalizavel.

Exemplo 7.8 Verifique se é diagonalizivel. Se for determine decomposicdo espectral:

1 31 -2
(&) A=| | 1}; (b)A=1| -2 0 4 |;
! 00 2
3 -1 0
(c) A= 1 (1) 01, (d)T(z,y)=(z+vy, y).
~1

Solucao: (a-) Calculamos autovalores e autoespacos no Exemplo da p. E diago-
nalizavel pois sdo dois autovalores distintos (0 e 2) e portanto dois autovetores Lls (pelo
CorolérioE ). Tomando P = [ 1 _i ] p-iap = |V 5
carmos a ordem dos vetores obtemos uma matriz diagonal diferente. Assim se tomarmos

11 o 2
o-| i) are- |t

(b) Calculando p(\) = det(A — XI) = (2 — \)(—A(3 — \) + 2) (utilize determinante por
bloco). Note que vamos manter a fatoracdo (veja Observacdo da pl180) pois queremos
calcular raizes. Assim p(\) = (2—\)(A\? —3X+2). Calculando raizes de p sdo 2 (do primeiro
fator e do polinémio do segundo grau) e 1.

Agora resolvendo o sistema (A — 21)v = 0 obtemos como autovetores associados ao 2:
(2,0,1) e (—1,1,0). Resolvendo (A — I)v = 0 obtemos autovetor associado ao 1 (1,—2,0).

Observe que se tro-

2 -1 1
Como sdo 3 autovetores Lls, T é diagonalizével. SejaP= | 0 1 —2 |. EntdoP~'AP =

1 0 0

2
2 . Observe que se trocarmos a ordem dos vetores obtemos uma matriz diagonal
1
-1 1 2 2
diferente. Assim se tomarmos () = 1 -2 0|, Q1tAQ = 1
0 01 2

(c) Calculamos autovalores e autoespacos no Exemplo[7.2 da p[197 Nao é diagonalizavel
pois cada auto-espaco possui somente um vetor LI. Dois vetores ndo formam base do R3.
11
0 1
Portanto o dnico autovalor é 1. Resolvendo (A — I)v = 0 obtemos y = 0. Portanto a
dnica direcdo preservada é (1,0). Como os autovetores ndo formam base, esta TL ndo é
diagonalizavel. Esta transformacdo é um cisalhamento, representado na Figura da pl199

|

(d) A matriz associada a T' é . O polinémio caracteristico é p(\) = (1 — \)2.

Observacdo 7.5 (Software Algébrico) Veja como utilizar o Maxima para calcular a
decomposicdo espectral no Apéndice da p[247,
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Podemos calcular os autovalores e autoespacos e a decomposicdo espectral de transfor-
macdes geométricas somente por geometria.

Exemplo 7.9 Considere T uma projecdo ortogonal na reta r = (w) C R2  Determine
autovalores e autovetores e sua decomposicdo espectral.

Solucado: Considere v # 0 uma direcdo perpendicular a reta r. E claro que Tv = 0 = Ov
e Tw = 1w. Logo s3o autovalores 0 e 1 com autovetores associados w e v. Como sdo 2
autovetores Lls em R?, é diagonalizavel.

T 1 T 1 (I

Defina P=|v w|,entio AP = | Av Aw | =0 w/| =P { 0 1 } . Logo
1 L4 L]
» 0 1 o 1
P1AP = . Observe quese Q = | w v |, entdo Q 'AQ = . ]
1 L 0

Exemplo 7.10 Sejam v,w € R? tais que Il = (v,w) seja um plano em R3. Determine
autovalores e autovetores e, se possivel a decomposicdo espectral de:

(a) S uma projecdo ortogonal no plano II.

(b) T uma reflexdo ortogonal no plano I1.

(c) R uma rotacdo em torno do eixo r = (w) por um 4dngulo 27°.
Solucao: (a) Considere u # 0 uma direcdo perpendicular ao plano I1. E claro que Su = 0 =
Ou, Sv = 1v e Sw = 1w. Logo sio autovalores: 0 com autovetor u e 1 com autovetores v
e w. S3o 3 autovetores LIs em R3: é diagonalizavel.

Tt
Defina P= | u v w |, entdo
L4
tor1 Tt 0
SP=|Su Sv Sw|=|0v w | =P 1
Lol U 1
0
Logo P71SP = 1
1
(b) Considere u # 0 uma direcdo perpendicular ao plano I1. E claro que Tu = —1u,

Tv =1v e Tw = 1w. Logo sdo autovalores: —1 com autovetor u e 1 com autovetores v e
w. Sdo 3 autovetores Lis em R?: é diagonalizavel.

T
Defina P= | u v w |, entdo
L1
toro1 tot 1 -1
TP=|Tu Iv ITw |=| —uvw|=P 1
L] L1 1
—1
Logo P7'TP = 1
1

(c) Considere T1 = (u,v) o plano perpendicular ao eixo r = (w). E claro que a dnica
direcdo preservada serd w, quando Tw = w. Qualquer outra direcdo serd modificada. Logo
anico autovalor (real) é 1 com autoespaco (w): ndo é diagonalizavel. n
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Deixamos para o leitor outros exemplos: projecdo ortogonal em reta no espaco, reflexdo
em uma reta no plano, reflexdo em plano no espaco.

Finalizamos esta secdo apresentando o Teorema Espectral para matrizes simétricas (ver
Definigdo da pJ115)). Ele é utilizado em diversas aplicagBes pois permite garantir (sem
precisar calcular autovalores e autovetores) que uma matriz é diagonalizavel. E utilizado para:

e classificacdo de maximos e minimos locais de funcdo de varias variaveis através do estudo
de sinais dos autovalores da chamada matriz Hessiana;

e classificacdo de conicas e quadricas;

e estudo de mecanica de corpos rigidos.

Teorema 7.10 (espectral para matrizes simétricas) Se a matriz quadrada A é simé-
trica (A = AT: Definicdo [4.40 da pli15), entdo A é diagonalizavel com P ortogonal
(PTP = I: Definicdo|4.41) da p|115)).

Prova: Vamos provar somente que todos autovalores sdo reais. Seja w € C" (w # 0)
um autovetor com autovalor associado A € C. Assim Aw = Aw. Podemos escrever que
A=a+bicomabeRew=u+ivcomu,veR" Logo Aw = A(u+iv) = \w =
(a+0bi)(u+iv). Separando partes reais e imaginarias obtemos Au = au—bv e Av = bu+av.
Tomando produto escalar com v e u com cada equacdo obtemos: (Au|v) = a (u|v)—0b|v|?,
(Av [u) = a(v|u) + b||ul>. Como A & simétrica, (Au|v) = (Av |u) (isto & verdade para
todo u,v € R”, e & a definicdo “correta” de matriz simétrica; pode-se verificar tomando u, v
como vetores da base candnica e utilizando (bi)linearidade do produto interno). Portanto,
a{u|v)—=0b|v|]? = a(v|u)+b||ul|?>. Pelasimetria ((v|u) = (u|v)), 2b(||ul|*+||v]|*) = 0.
Comow=u+iv#0,b=0. Logo A=a€R.

Para finalizar veja [7]. n
W
Exemplo 7.11 S3o diagonalizaveis: a ky c¢ |, 36 8 0
boe ks 47 9 10

7.3 Aplicacoes

Como calcular poténcias de uma matriz e klim AF? I
—00

A1
Convidamos o leitor a verificar que se D = (diagonal), entdo DF =
An

k
AT
para todo k& € N.
k
)\TL
Agora vamos determinar uma férmula para A¥ quando A é diagonalizavel. Se A é diago-
nalizavel, existe P invertivel e D diagonal com A = PDP~!. Assim:

A2 = (PDP Y (PDP™') = PD(P"'P)DP' = PDDP~' = PD*P"" ¢
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A® = (PDPY)(PDP ') (PDP™")= PD(P'P)D(P~'P)DP~" = PDDDP~" = PD*P~".
De forma geral, A*¥ = PD*P~! para todo k € N.

-3 1
Solucao: E claro que ndo vamos multiplicar A por ela mesmo 10,000 vezes! O polinémio
caracteristico é p(\) = A\ — \/2 —1/2. As raizes (os autovalores) sdo 1 e —1/2. Resolvendo
o0s sistemas associados, determinamos 0s autoespacos.
O autoespaco associado ao —1/2 é ((1,1)). O autoespaco associado ao 1 é ((1,—1)).

Exemplo 7.12 (poténcias de matrizes) Calcule A" para A = 3 [ =3 }

Portanto, P = 1 _1 com D = —1/2 1| Calculando a inversa de P determinamos
_ 11 " 1/210° .
1 _ 1 104 _ 10 1
que P~" = 3 [ 1 1 } Como D' = [ Ll calculando o produto PD'"" P

210" 41 121
obtemos que A" = St [ it gt |- n
.. . . . 7 4
Exemplo 7.13 (limite de sequéncia de matrizes) Considere A = _10 —17/3 |

Calcule 1im AF.

k—o0
Solucdo: O polinémio caracteristico é p(\) = A\?> — 4)\/3 + 1/3. As raizes (os autovalores)

sdo 1 e 1/3. Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespacos.
O autoespaco associado ao 1 é ((2,—3)). O autoespaco associado ao 1/3 é ((—3,5)).

Portanto, P = l _§ _g } comD = L 1/3 | Calculando a inversa de P determinamos
_ 5 3
que P 1:%[3 2}.
E claro que lim A* = lim (PD*P~') = P (hm D’f) pL.
k—o0 k—o0 k—o00

k
Como DF = { L (1/2)F } o primeiro elemento da diagonal é sempre 1 e o segundo

converge para zero. Logo, klim DF = { L 0 ] Concluimos que o limite é P [ L 0 } P,

— 00

. 10 6
. ko
obtendo que kh_}lrgoA = [ 15 _g } |
11 -1
Exemplo 7.14 (estado limite) Considere a matriz A=3| 0 2 —1 |. Dado um vetor
00 1

qualquer inicial vy € R3, definimos vy, = Avy. Para qual vetor o sistema vai convergir (e
se vai convergir)? A convergéncia depende do vetor inicial?

Solucido: E claro que (por inducdo) vi, = AFv,. Assim queremos calcular lim A*. Vamos
k—oo

seguir os passos do exemplo anterior.
Como a matriz é triangular, os autovalores sdo 1/2 e 1. Resolvendo os sistemas associados,
determinamos os autoespacos. O autoespaco associado ao 1/2 é ((1,0,0),(1,1,1))). O
1 11

autoespaco associado ao 1 é ((1,1,0)). Portanto, P = com

011
010
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1/2
D= 1/2 . Calculando a inversa de P determinamos que
1
1 -1 0
Pl=10 0 1
0 1 -1
(1/2)*
Como D* = (1/2)* , o terceiro elemento da diagonal é sempre 1 e o
1k:
0
primeiro e o segundo convergem para zero. Logo, ,}Lm DF = 0 . Concluimos que o
°° 1
0 01 —1 a
limite é P 0 P~ obtendo que lim A¥= | 0 1 —1 |. Assimsevy= | b
1 ke 00 0
b—c
kh—>nolo vy = kh_g)lo AFvo = | b—c |. Concluimos que o limite depende do estado inicial. [ ]
0

Como calcular raiz quadrada de matriz diagonalizavel? I

Se A= PDP~! com elementos da diagonal de D (autovalores) positivos, definimos B =
VA= P\/DP~', onde V/D significa tomar raiz (positiva) dos elementos da diagonal. Desta
forma, B> = (P/DP~)(Pv/DP~') = P\/Dv/DP~' = P(v/D)?P~! = PDP~' = A pois

2
é claro que <\/5> =D.

Exemplo 7.15 (raiz quadrada de matriz) Calcule \/A para A = [ —6 =30 ]

5 19

Solucdo: O polinémio caracteristico é p(\) = \> — 13\ + 36. As raizes (os autovalores) sdo
4 € 9. Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespacos.

O autoespaco associado ao 9 é ((—2,1)). O autoespaco associado ao 4 é ((—3,1)).

Portanto, P = _? _i) com D = ) 4l Calculando a inversa de P determinamos
que P~! = [ _} _; } Como VD = [ 3 5 } calculando o produto P\/DP~! = /A
obtemos que B = VA = { ? _g } . Verifique diretamente que B> = A.

Note que poderiamos ter tomado, ao invés de /D uma das opcdes: [ 5 } ou

l 3 9 ] ou { -3 9 } pois o quadrado de qualquer uma delas é igual a D. Nes-

1230 5 _[-12 =30
—5 =13 |" 7%~ 5 13

l _(1) _g } = —B,. Para qualquer uma delas, B? = A. .

tes casos obteriamos matrizes B, = [ } = —DB, By =
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6bservag§o 7.6 Pode-se de forma similar definir exponencial, seno, cosseno, etc. de uma
matriz diagonalizével. De forma mais geral, se a matriz A for diagonalizavel (A = PDP~!)
e f : R — R uma funcdo podemos definir f(A) = Pf(D)P~! onde f(D) é aplicar a funco
@7 cada elemento da diagonal.

Classificacio de Formas Quadraticas
Dada fun¢do (chamamos de forma quadratica) f(x,y) = ax?® + by* + cxy queremos saber
se:
(a) f(z,y) > 0 para todo z,y € R ndo-nulo: positivo definida;
(b) f(z,y) < 0 para todo z,y € R ndo-nulo: negativo definida;
(c) f(x,y) pode ser positivo ou negativo dependendo de z,y € R: indefinida.

Classificacdo similar é feita para f(x,y, 2) = ax® + by? + c2® + dvy + exz + fyz.

Exemplo 7.16 (classificacdo de formas quadraticas) Classifique as formas quadraticas
abaixo em positivo definida, negativo definida ou indefinida:
(a) fz,y) = 22° — 6y +2y%  (b) f(z,y) = 3a® + day + 3y*;
(c) f(z,y) = —42® + 22y — 4y?;  (d) f(x,y) = 32> + 8xy + 3y°.
Solucdo: (a) Podemos escrever f(x,y) =[x y | { _g _3 } { i }
Calculando autovalores encontramos 5 e —1. Diagonalizando A (ela é simétrica e pelo
Teorema da p[205| é sempre diagonalizével), A = PTDP. Logo f(v) = v"PTDPuv.
Defina w = Pv = w? = vTPT. Logo f(w) = wl Dw. Portanto se w = (a,b), f(w) =

fla,b)y=1]a b] [ ?) _? } [ Z } = ba? — 1b%. a forma quadrética é indefinida, pois pode

ser positiva ou negativa.
3 2

(b) Podemos escrever f(z,y) = [z y | [ 5 3

tramos 1 e 5. Fazendo analise similar ao item anterior concluimos que a forma quadratica é
positivo definida.

(c) Podemos escrever f(z,y) = [z y ] { _;l —411

encontramos —3 e —5. Fazendo analise similar ao item anterior concluimos que a forma
quadratica é negativo definida.

} [ g } Calculando autovalores encon-

} [ 5 } Calculando autovalores

(d) Podemos escrever f(z,y) = [z y | { i ;1 1 { 9; ] Calculando autovalores encon-

tramos —1 e 7. Fazendo analise similar ao item anterior concluimos que a forma quadratica
é indefinida. [ ]

As matrizes que representam as formas quadraticas também sdo classificadas do mesmo
modo.

Definicdo 7.11 Se A é uma matriz simétrica (A = AT), entdo dizemos que A é positivo
(negativo) definida se TODOS os autovalores sdo positivos (negativos).
Se alguns forem positivos e outros negativos dizemos que A é indefinida.
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7.4 Exercicios de Autovetores e Diagonalizacao

7.4.1 Exercicios de Fixacao
Autovalores e Autovetores
Fix 7.1: Considere T'(x,y) = (—3x + 4y, 2y — x). E autovetor de T":

D R .

Fix 7.2: Determine se v é autovetor de A. Em caso positivo, determine o autovalor:

1 3 4 3 79
(a)V:[4]eA:{_38}; (b)v=| -3 |ed=| -4 -5 1
1 2 4 4

Fix 7.3: Considere o vetor 0 = (0,...,0). Determine se & Verdadeiro ou Falso:

) como T(0) =0 -0, o namero 0 é autovalor de T’;

) como T'(0) = A -0 =0, o vetor 0 é autovetor de 7T'.
) toda TL possui pelo menos um autovalor real;
)
)

Fix 7.4:Se T : R? — R T possui no maximo autovalores distintos.

Fix 7.5:Se u é autovetor associado ao autovalor 2 e v & autovetor associado ao autovalor 3:
(a) y = —u é autovetor associado ao autovalor _ (-2,2,-3,3);
(b) z = 2v é autovetor associado ao autovalor __ (2,3,4,6).
(c) w=u+v __(é ndo é) autovetor associado ao autovalor 5;

Fix 7.6:Se o Gnico autovalor de T': R® — R3 & 5, entdo (responda com > ou = 0, 1,2, 3):
(a) dim Nuc(T' —31) __; (b) dimNuc(T'+57) __; (c) dimNuc(7T —5I) __;
Fix 7.7:Se a matriz quadrada B ndo possui inversa, entdo 0 (nao) é autovalor de B.

Fix 7.8: Considere em R?: R uma reflexdo, P uma projecdo ortogonal e U uma rotacdo por
angulo 0 (0 < § < 7). Determine quais possuem um autovalor igual a:
(a) 1: ; (b) —1: (o) 0: ; (d) um complexo n&o-real:

Fix 7.9:Se T : R® — R" possui como polindmio caracteristico
p(A) =det(T'—A)=(A=1)(A+3)(2 =),

(ayn=_ (b) dim(Nuc(T)) = __; (c) dim(Nue(T' —31)) = __

Diagonalizacao

. R O
Fix 7.10:Seja A = 00l
(a) é(sd0) autovalor(es) ; (b) sdo autovetores ; (c) A diagonalizavel.

Fix 7.11: Determine se Verdadeiro ou Falso. Se 7" : RS — R® possui:
(a) 6 autovalores distintos, entdo T é diagonalizavel.

(b) 2 autovalores distintos, entdo 7" ndo é diagonalizavel.

e

c) 4 autovalores distintos, todos autoespacos com dimensdo 1, entdo 7' n3o é diagonali-
l.

z

IVersio 03.0ut.2012 11h
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Fix 7.12: Se todo autovetor de A é maltiplode (1,1,1), A __ (& naoé, pode ser) diagonalizavel;

-1 e
Fix 7.13:Se B = 0 2 3 |, entdo
0 0 1
(a) seus autovalores sdo ;
(b) B (pode, nao pode) ser diagonalizada pois seus autovalores sdo

Fix 7.14: Determine em cada caso se a TL pode ser diagonalizada:

(a) Ajx4 tem trés autovalores distintos. Um autoespaco é unidimensional e um dos outros
é bidimensional.

(b) T : R® — R® tem polindmio caracteristico p(A) = (A — 7)(\ —e)?(\ — 1)3. Dois dos
autoespacos de 7' sdo bidimensionais, o outro unidimensional.
Fix 7.15: A matriz abaixo esta fatorada na forma M DM~!. Sem fazer contas, determine
os autovalores da matriz e bases para cada um dos autoespacos.

3 1 =2 1 2 -1 2 00 -2 -1 4
-2 0 4 | =110 2 0 2 0 2 1 -3
00 2 11 0 0 01 1 1 -2
7.4.2 Problemas
Autovalores e Autovetores
Prob 7.1:Sabe-se que A\ = 10 é autovalor para _g _3 . Determine uma base para o

autoespaco associado. Determine trés autovetores distintos.
Prob 7.2: Calcule os autovalores e autoespacos associados de:

001 -1

271 B _ 101 -1
O O e T G H B
000 1

Prob 7.3: Determine h na matriz de modo que o autoespaco associado

O O O Lt
S O W
(e RN s i oN
— s O =

ao autovalor 5 seja bidimensional.

Prob 7.4: Em cada item dé um exemplo de TL que tenha:

(a) (1,—2) e (0,1) como autovetores associados aos autovalores —1/2 e 2 respectiva-
mente;

(b) (1,—1,1) e (1,0,1) como autovetores associados ao autovalor 3 e (0,1,1) € Nue(T).

Prob 7.5: Explique em cada caso porque ndo existe uma TL:

(a) T : R?> — R? cujo nicleo seja uma reta e tenha dois autovalores reais distintos
n3o-nulos;

(b) T : R* — R* que seja sobrejetiva com um autovalor igual a 0;

(¢) T : R? — R3 que tenha (1,2,3), (4,5,6) e (5,7,9) (note que o terceiro & soma dos
dois primeiros) como autovetores associados aos autovalores 1, 2 e 3;
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Prob 7.6: Determine os autovalores e a dimensdo de Nuc(7"), Nuc(T + I), Nuc(T — I) se:
(a) T : R® — R3 uma projecdo ortogonal num plano passando pela origem;
(b) T : R® — R3 uma reflexdo em torno de um plano passando pela origem;

Prob 7.7:Se T : R?® — R? possui z — y + 2 = 0 como autoespaco associado ao autovalor 2:

(a) T(1,2,1)=___ ; (b) dim(Nuc(T")) pode ser no maximo __ (0, 1, 2, 3).
0 -1 0
Prob 7.8:Sabendo que amatriz | 0 0 —1 | & uma rotacdo em torno de um eixo fixo,
1 0 O
determine a direcdo do eixo de rotacdo.
0 -1 0
Prob 7.9: Calcule autovalores e autovetores para determinarse | —1 0 0 | é reflexdo
0 01

ou projecdo. Determine em torno do que (plano ou reta) se da a reflexdo ou projecdo.
Prob 7.10: Considere 7" : C*°(R;R) — C*°(R;R). Determine autovalor associado a:

(a) f(s) =exp(—=9s)se T'f = f"; (b) f(s) =cos(3s) se T'f = f'.
Diagonalizacao

Prob 7.11:Se possivel, diagonalize a matriz:

I NI
(a) ; (b) | 1 00 o1 10 (d)
6 —1 111 0 0 4 01 00
0 001
Prob 7.12: Considere A(x,y,z) = (%, %ﬂ,z) Determine P e () tais que:

1 00 100
(a) P'"AP =0 1 0 (b) Q1AQ = 0 0
000 0 0 1

Prob 7.13: Determine a decomposicdo espectral de T se:
(a) T : R? — R3 uma proje¢do ortogonal no plano z — 2y — 2 = 0;
(b) T : R* — R* uma projecdo ortogonal em H = ((1,2,3,4),(2,3,4,5)).
Prob 7.14:Sabe-se que T'(1, 1, —1) =3(1, 1, —1), T(1, 0, 1) = 3(1, 0, 1) e Tw = w,
com w ortogonal a (1, 1, —1) e (1, 0, 1). Determine P ortogonal tal que PTP~! =
300
0 3 0
0 01

Aplicacdes

Prob 7.15: Calcule:

» 1 0], . [06 027"
(@) ATparad=1 ;| o |: (b) Jim { 0.4 038 } '
13 14 4
(c)P|VApara A= | 14 24 18 | (isto &, determine B tal que B> = A);
4 18 29
1 2 1
(d) X e Y tais A% = XY X! (ndo efetue o produto) se A= | 0 3 1
05 -1

2Veja [12] p.272, #3.
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Prob 7.16: Num pais politicamente instavel 30% dos defensores da repablica passam a apoiar
a monarquia a cada ano e 20% dos defensores da monarquia passa a apoiar a repiblica
a cada ano. Portanto, denotando por r, e m; o nimero de republicanos e monarquistas,
respectivamente, a cada ano k, temos que 71,1 = 70%7r,+20%my, € my 1 = 30%7r,+80%my.

Utilizando matrizes,
Tka1 o 0.7 0.2 Tk
M1 o 03 08 M '

0.7 0.2
0.3 0.8 ]
(b) Sabendo que hoje metade da populacdo apdia a repiblica, em 10 anos qual serd o
percentual que apéia a repiblica?
(c) A longo prazo qual sera o percentual de republicanos e monarquistas? Note que isto
independe do percentual inicial.

(a) Calcule a decomposicdo espectral de [

7.4.3 Extras

Autovalores e Autovetores

Ext 7.1:Se dim Nuc(T + 2I) = 1, entdo é autovalor de T:

(a) 27 (sim, nio, talvez); (b) —27 (sim, ndo, talvez).
Ext 7.2: Calcule os autovalores e autoespacos associados de:
(a) T(z,y) = (x —y, 2z +3y); (b) T(z,y,2) = (x = 2y, —y, —y);

(c) uma reflexdo no plano 3z — 2y + 2z = 0 em R?;
(d) uma projecdo ortogonal numa reta em R? com P(1, —1, 0) = (1, —1, 0).

3 00 01 2 -1 0
(e) |0 3 2], (f) [O 0 ]; g |0 1 —-1]|8
0 -1 0 o 1 3

(h) P : R* — R* uma projecdo ortogonal na reta gerada por (1,2, —1,1);

(i) R : R® — R3 uma rotacdo por angulo de 90° em torno do eixo gerado por (1,1, —1).
Ext 7.3: 0 traco(A) é a soma dos elementos da diagonal da matriz A. Prove que:

(a) o polindmio caracteristico de A 2 x 2 € \* — traco(A)\ + det(A) onde

(b) (A—XI)T = AT — \I; (c) os autovalores de A sdo iguais aos de A”.
Ext 7.4: Determine det(A) se o polindmio caracteristico de A & p(\) = A8 —2X\6 + 3\ 4 4.

Ext 7.5: Em cada item dé um exemplo de TL:

(a) T : R? — R? que tenha 1 e —1 como autovalores;

(b) T : R? — R? que tenha 2 e 3 como autovalores associados respectivamente aos
autoespacos r =y e r = —y;

(c) T : R® — R3 que tenha x — y + 2z = 0 como autoespaco associado ao autovalor 2 e
que tenha também —1 como autovalor;

Ext 7.6: Explique em cada caso abaixo porque ndo existe uma TL:
(a) T : R* — R* cujo nacleo seja o plano gerado por (0,1, —1,1) e (1,0,0,1) e que tenha
(1,—1,1,0) como autovetor associado ao autovalor —3;
(b) T': R?* — R? que tenha z — y + 2z = 0 como autoespaco associado ao autovalor —1
e tal que 7'(1,0,1) = (0, 1,0);
Ext 7.7: Determine os autovalores e a dimensdo de Nuc(7'), Nuc(T + I), Nuc(T — 1) se:
(a) T : R? — R? uma proje¢do ortogonal numa reta passando pela origem;

3Veja [12] p.117, #35.
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(b) T : R® — R3 uma rotagdo de 180°.
Ext 7.8: Determine se é rotacdo, reflexdo ou projecdo ortogonal e eixo de rotacdo ou plano
de reflexdo/projecdo de:

0 -1 0 4/5 0 2/5 7 2 V3]

@) |0 0 -1 (b) 01 0 ()s] 2 4 —2V3

1 0 0 2/5 0 4/5 V3 =23 5 |

6 4 2V3 1 —V2 -2
(d) 1 4 0 —4v3 (e) ] V2 0 V2
23 —4/3 2 -1 -1 1

Ext 7.9: Suponha que A & autovalor de A invertivel e i autovalor de B com mesmo autovetor
v. Determine autovalor associado ao autovetor v de:
(a) A% (b)y A7, (c) AB; (d) C =aA+bB com a,b e R.

Ext 7.10: Suponha que A é semelhante a B (veja Defini¢do da pJ125)).
(a) prove que det(A) = det(B);
(b) prove que A3 e B? também s3o semelhantes.
(c) prove que A e B possuem os mesmos autovalores;
(d) determine a relacdo entre os autovetores v de A e w de B (que s3o distintos de forma
geral

(e) prove que traco(A) = traco(B) (Veja definicdo no Ext [7.3]da p[212).

Ext 7.11: Suponha que u e v sejam autovetores. Defina w = au+bv comw # 0, a,b € R.
Suponha ainda que u e v estio associados:

(a) ao mesmo autovalor \. Prove que w é autovetor associado a \;

(b) a autovalores distintos. Prove w n&o é autovetor.

Z
)

Ext 7.12:Se A = A®, entdo autovalores reais de A somente podem ser

Ext 7.13:(a) Seja A, «, tal que as somas das entradas de cada linha tém todas o mesmo
valor s. Conclua que s é autovalor.

Dica: escreva “ >0 a;; = s, i=1,2,...,n" em forma matricial e determine um
autovetor.
1 2 3
(b) Determine dois autovalores de | 1 2 3 | por inspecdo (sem fazer contas).

1 2 3

(c) Suponha que a soma de todos elementos de cada coluna é igual a k. Prove que k é
autovalor de A.
Ext 7.14:Considere T : C*(R;R) — C>®(R;R), definida por T'f = f”. Determine o
autovalor associado a:

(a) e=®;  (b) sen(x); (c) cos(—3x).
Ext 7.15: Considere T : Py — Ps definido por T'(ax? + bx + ¢) = cx® + bz + a. Determine
os autovalores e autoespacos de T'.

Diagonalizacao

Ext 7.16:Sejam P = [ g ; ] D= [ g (1) ] e A= PDP~'. Calcule A® (sem passar por
A2).

Ext 7.17:Seja v{,Vsa,...,Vv, uma base de R" e Av;, = kv, comk=1,...,n.
(a) Mostre que existe P tal que P~ AP é diagonal;
(b) Determine esta matriz diagonal.
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Ext 7.18: Se possivel, diagonalize a matriz:

[ -1 4 -2 2 2 —1
3 —4 3 -] | . B
O R CI @24 ol @) 1

Ext 7.19: Determine matrizes X e Y de modo que A = XY X! possua autovalores 2 e —3

com autovetores associados, respectivamente,

5
Ext 7.20: Diagonalize, sem fazer contas, | 5
5

Ext 7.21: Determine valores de a para que T seja diagonalizavel:

1 a a
(a) T= -1 1 -1 (b) T(l’,y,Z) = (3I +az, 2y +az, 22)
1 0 2

Ext 7.22: Diagonalizabilidade e invertibilidade sdo conceitos distintos. Para confirmar esta
afirmacdo, construa uma matriz 2 x 2 que é:
(a) diagonalizavel mas n3o é invertivel; (b) invertivel mas n3o é diagonalizavel.

Ext 7.23: Calcule:

100
. [o04 031" LTl
(@) im | o6 07 | O N
Sl 0 15 —2

Ext 7.24: Em cada item dé& um exemplo de TL satisfazendo as condic8es dadas.

(a) T : R? — R? que tenha 2 como anico autovalor e seja diagonalizavel;

(b) T : R® — R? que tenha (1,0,0) e (0,1,1) como autovetores respectivamente associ-
ados aos autovalores —1 e 3 e seja diagonalizavel.

Ext 7.25: Prove que se:

(a) P diagonaliza A, entdo @) = AP com \ € R ndo-nulo também diagonaliza A.

(b) A e B sdo diagonalizadas pela mesma matriz P, entdo AB = BA.

(c) ['| Prove que se todo vetor (ndo-nulo) de V' & autovetor de T', entdo T" = AI para
algum A\ € R.

7.4.4 Desafios

Autovalores e Autovetores

Des 7.1: Considere u autovetor de A associado a \ e v autovetor de AT associado a ;1 com
A # 1. Prove que u é perpendicular a v.

Des 7.2: Considere a,b,c,d € Z com a +b = ¢+ d. Prove que { Cé Z } tem somente

autovalores inteiros.

a1 Qg --- dAp
. ay Gz - Qn

Des 7.3: Determine o espectro de A =
a/l a2 ... aTL

Des 7.4: Seja T': R" — R™. Prove que det(T" — AI) & um polinémio de grau n.
Dica: multilinearidade do determinante.

*Veja [12] p.117, #31.
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Des 7.5: Considere uma matriz quadrada A diagonalizavel. Prove que:
(a) a soma dos autovalores de A é igual ao traco de A (a soma dos elementos da diagonal);
(b) o produto dos autovalores de A é igual ao determinante de A.

Des 7.6: Mesmo que 7' ndo possua autovetores, T? pode possuir autovetores (por exemplo

uma rotacdo de 90°). Mostre que se T tem autovetor com autovalor positivo, entdo T possui
autovetor.

Des 7.7: Mostre que se \ é autovalor de AB, entdo também é autovalor de BA.
Des 7.8:Seja A : R” — R” com dim Nuc(A — AI) = 4. Mostre que existe uma matriz P

inversivel 7 x 7 tal que P~'AP = Mixa Bucy .
0 Csx3

Des 7.9: Considere T linear definido no espaco das matrizes 2 x 2 por TA = AT, Determine
os autovalores e autoespacos de T'.

Des 7.10:Seja V' o espaco vetorial das fun¢des continuas de R em R. Defina (T'f)(x) =
fox f(s)ds. Prove que T ndo possui autovalores. Se tivesse, T'f = A\f, derivando os dois

lados, A\f’ = f e portanto f seria uma exponencial mas como (7'f)(0) = foo f(s)ds =0,
f=o.

Diagonalizacio

Des 7.11: A famosa sequéncia de Fibonacci, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., é dada pela lei de
formacdo: um termo & a soma dos dois anteriores. Em termos matriciais, podemos escrever

Trez | | D TEHL 1 Caleule:
Th+t1 Lo Tk
. 11
(a) a decomposicao espectral de 10l
(b) o quinquagésimo segundo termo da série.
(c) valor aproximado para xj.
Des 7.12: Suponha N nilpotente (veja Definicdo da p{131) isto &, N* = 0 para algum

k € N. Prove que:
(a) o Gnico autovalor de N é zero;  (b) se N # 0, entdo N ndo é diagonalizavel.

Des 7.13: Suponha A diagonalizavel. Prove que:

(a) AT é diagonalizavel;

(b) se os autovalores s3o iguais a 1 em moédulo, entdo A™! = A,
Des 7.14:Seja T : R" — R™ diagonalizavel. Prove que:

(a) o dnico autovalor de T" é A se, e somente se, T — Aol = 0 (isto &, T' = \oI);

(b) se T possui dois autovalores distintos A\ e A1, entdo (1" — X\ )(T — A\ 1) = 0.
Des 7.15:Prove que se A é2x2e A = AT, entdo A (teorema espectral para matrizes
2 x 2):

(a) possui todos autovalores reais;  (b) é diagonalizavel.
Des 7.16: Dada A definimos e =1 + A+ A?/2! +--- A" /n! + - - - (esta soma infinita —
chamamos de série — possui limite mas ndo vamos provar isso).

(a) prove que se A é diagonalizavel, entdo e? = PePP~! onde eP & diagonal com
exponencial de cada elemento de D na diagonal;

A _| =2 -6
(b) calcule e paraA—{ L
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(c) Se N & nilpotente, entdo eV & uma série finita que pode ser calculada. Calcule e
01 010
paraN:lOO}eN: 0 01
000
(d) prove que e & invertivel se A & diagonalizavel;

() prove que se A é simétrica (A = AT), entdo e & simétrica e positivo definida.

Des 7.17: Prove que se A € M5 entdo A representa uma:
(a) rotacdo se det(A) =1; (a) reflexdo se det(A) = —1.
Observacdo: Este resultado é generalizado para A € M3,3. Consulte internet.



Apeéndice A

Respostas dos Exercicios

A.1 Introducdo a Algebra
Linear

A.1.1 Exercicios de Fixacdo

Fix 1.1: Somente (b), (c) e (d).

Fix 1.2:(a) paralelos; (b) maior tamanho e mesmo

sentido; (c) mesmo tamanho e sentido oposto;

(d) maior tamanho e sentido oposto; (e) menor

tamanho e sentido oposto;

Fix 1.3:(a) reta; (b) ponto; (c) plano; (d) reta;

(e) plano; (f) ponto; (g) reta; (h) reta.

Fix 1.4:(a) (—5/2, 0). (b) (0, 5/3).

Fix 1.56:(a) v =3,y =tparat € R. (b) xz =

t,y=—1parateR.

Fix 1.6: Todos sdo CLs. (a) (0,0) = 0(2,0) +

0(0,2). (b) (1,0) = 3(2,0)+0(0,2). (c) =

2(2,0) + 3(0,2).

Fix 1.7:(a) z(2,1) + y(3,—1) = (5,2). (b)
(

(5’2) € <(271)a 3_1)>'
Fix 1.8: (a)-(3); (b)=(1); (c)~(2).
Fix 1.9: (a)—(3); (b)—(2); (c)—(4); (d)—(1).

Fix 1.10: (a) reta; (b) plano; (c) reta; (d) ponto;

Fix 1.11:(a) ndo; (b) sim.
Fix 1.12:(a) V; (b) F;
Fix 1.13:(a) 2. (b) 3. (¢) 1. (d) 2.

A.1.2 Problemas

Prob 1.1:(a) Queremos que w = tu. Portanto,

1—k=—t
samos resolver o sistema 2k =3t . Logo
2=t
t = 2 (Gltima equagdo), k = 3 (2a equacido), e
verificar que satisfazem la equagdo (1-3 = —2!).
Logo k = 3. (b) De forma analoga precisamos re-
1—k=—t
solver o sistema 2k =3t . Logot =1 (dl-
2=2t

tima equacdo), k = 3/2 (2a equagdo), e verificar
que ndo satisfazem la equacdo (1 —3/2 # —1!).
Assim & impossivel e ndo existe k.

Prob 1.2:(a) (z,y) = (t,2t+5) = (0,5)+¢(1,2)
ou (z,y) = ((s—5)/2,5) = (=5/2,0)+s(1/2,1);
(b) (z,y) = (¢, —1) = (0,=1) +£(1, 0);

Prob 1.3:(a) {z+2y+1 =0} (b) {by—2z = 2}
(c) {y = =3} (d) {z =0}

Prob 1.4:(a) x =t — 1,y =—-2t+ 1,z =t¢; (b)
r=1Ly=0,z=t (c)x=t,y=t,z=0;
Prob 1.5:(a) x = 2—t,y = —3+5t, 2z = —1+42¢;
b)z=-1ly=2z=t(c)x=0y=1-
t,z =t

Prob 1.6:(a) {x +2y +1=0;2+ 3y = 2} (b)
{x =2y =-3}(c) {xr = —5z—6;y = —62—4}
(d) {z =y;2 =0}

Prob 1.7:(a) Tome s = z,t =y,x = -y + z +
2 = —t+s+2. Logo, (z,9,2) = (2,0,0) +
5(1,0,1)+t(—1,1,0); (b)z=t, y=s, 2=y =
s. Logo, (z,y,2z) =0+1(1,0,0) + s(0,1,1).
Prob 1.8:(a) 2z =z +3y—2; (b) y = 1; ()
z=x—1-2y; (d) z =1

Prob 1.9:(a) Queremos determinar s,t,u € R
tais que

(1,2,1)+s(1,0,1) = (2,0,0)+¢(2,0,2)+u(1,0,0).

(1,0,2)+k(—1,2,0) =t(—1,3,1). Assim quere- Vamos obter o sistema

mos que (1 — k,2k,2) = (—t,3t,t). Logo preci-
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14+s=24+2t+u
2=0 , que ndo possui solucdo
14+s=2¢t

217



218

(2 =0!). Logo a intersecdo é vazia.

(b) Como r(t) = (1,2,1) +¢(1,0,1) = (1 +
t,2,14+t),ex+2z=0,1+t+1+t =0=2+2t.
Logo t = —1 e o ponto de interecdo é r(—1)
(1,2,1) + (=1)(1,0,1) = (0,2,0).

(c) Como IIi(s,t) = (2,0,0) + s(2,0,2) +
t(1,0,0) = (24+2s+t,0,28) ex+2 =0, 2+2s+
t4+2s =0 =4s+t+2, fixados € R, t = —2—4s.
Logo a intersecdo é a reta (2,0,0) + s(2,0,2) +
(=2 — 45)(1,0,0) = (2 + 25 — 2 — 45,0, 25)
(—2s,0,2s) = s(—2,0,2). Pode escrever como
((—2,0,2)).

Prob 1.10:(a) (1,0,1)+¢(—1,1,0)+s(—2,0,—1);
(b) (1,3,2) +t(—2,-1,—-1) + s(1,—1,—-1); (c)
(=3,1,0) + t(4,0,—1) + s(1,—1,1);

Prob 1.11:(a) tome ¢t = 0,1 e —1 por exemplo e
obtenha (1,2,0,0), (1,5/2,1,-1), (1,3/2,—1,1);
(b) sim (t = 4); (c) ndo; (d) ndo pois (1,4, 3,2) ¢
r

(e) sim pois (1,4,—4,4) er (t =—4) e
(0,—2,—4,4) é paralelo a (0,1/2,1,—1).

Prob 1.12:(a) Coloque s =0,1et=0,1 alter-
nadamente, obtendo 4 pontos: (1,1,2,0),
(0,3,1,2), (2,2,3,1) e (1,4,2,3); (b) sim com
t =1,s = 2; (c) ndo; (d) ndo pois (1,1,3,3) &
IT. (e) Queremos z = z = w = 0. Assim (por-
que?) 1 —t+s=2—-t+s =2t+s = 0.
Como o sistema ndo possui solucdo, a intersecio
com o eixo y é vazia. (f) Agora usando parame-
tros u,v, x = u,y = 0,z = 0,w = v. Assim
devemos resolver o sistema (4 variaveis e 4 equa-

l-t+s=u
1+2 = .
¢es): H2tts 0. A solucdo dnica é:
2—t4+s5=0
2t+s=w

s =-=5/3,t =1/3,u = —1,v = —1. Assim a
intersecdo é o ponto (u,0,0,v) = (—1,0,0,—1).
A intersecdo de dois planos em R* pode ser um
ponto.

Prob 1.13:(a) (z,y,2,w)

(s —3t+2u +
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(b) ndo pois —3(—1,2,1,—3) = (3, —6, —3,9);
(c) ndo pois, embora nenhum seja multiplo de
outro, (1,2) +(2,1) = (3, 3);

(d) ndo pois (0,0,0,0,0) = 0(1,2,3,4,5).

Prob 1.15:(a) ndo pois ndo é miltiplo; (b) sim
pois (—1,0,0) = (2,1,1) — (3,1, 1); (c) ndo pois
vai aparecer um sistema sem soluc3o; (d) sim pois
(a,b,¢) =a(1,0,1)+(0,1,0) + (¢ —a)(0,0,1);
(e) ndo pois (2,1,2) ndo é maltiplo de (2, —1,2).

A.1.3 Extras

Ext 1.1:(a) F; (b) V;

Ext 1.2:(a) (z,y) = (3,t) = (3,0) +¢(0,1) ou
(x,y) =(3,25) = (3,0) +5(0,2). (b) z = —t +
Ly=tz=t—-1/5 (c)y =t,z = s, x
142y =1+ 2t. Logo (z,y,2) = (1,0,0) +
t(1,2,0) + s(0,0,1); (d) x =t,y = s,2 = (3t —
5)/2;

Ext 1.3:(a) reta; (b) plano; (c) plano; (d) plano;
(e) ponto; (f) reta.

—xr+2y=1
. 20 42y =2

Ext 1.4: S y=1"
r+3y=20

A.1.4 Desafios

Des 1.1: Estas ideias estdo descritas num romance
classico da era vitoriana da Inglaterra do século
XIX: “Flatland”; Edwin A. Abbott; Dover Pub.

(a) C C R3 definido por C = {(z,y,0) €
R3; |z| < 1,|y| < 1}, um quadrado no plano zy
em R3.

(b) Defina ¢(t) = ¢(0,0,0,1) para t € [0,1]
que sairemos do cubo numa direco perpendicu-
lar. Depois ¢(t) = (0,0,0,1) + (¢ — 1)(2,0,0,0)
parat e [1,2] e
c(t) = (2,0,0,1) + (t — 2)(0,0,0,—1) para t €

4,s,t,u) = (4,0,0,0)+s(1,1,0,0)+t(—3,0,1,0)+[2, 3] que terminaremos em (2,0,0,0,0), fora do

u(2,0,0,1); (b) note que z,y,w podem assu-
mir qualquer valor. Logo colocando z = t,y
s,w=keu=m, temos que z = 3u + 5
3m + 5. Portanto (z,y,z,w,u) = (t,s,3m
5,k,m). Na forma fatorada, (z,y,z,w,u)
(0,0,5,0,0) + £(1,0,0,0,0) + s(0,1,0,0,0)+
m(0,0,3,0,1)+%(0,0,0,1,0). (c) (z,y,z,w) =
t(—2,0,1,0) + s(0,1,0,1).

Prob 1.14:(a) sim pois um ndo é miltiplo do
outro;

I+ 1l

cubo.

A.2 Sistemas Lineares

A.2.1 Exercicios de Fixacao

Fix 2.1: (a) infinitas; (b) uma anica; (c) nenhuma.
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Fix 2.2:Nunca alteram: (a), (d) e (e); podem
alterar (b), (c) e (f).

Fix 2.3: 2z + 3y = —2.

Fix 2.4:(a) Nenhuma; (b) uma Gnica. (c) infini-
tas.

Fix 2.5:(a) C; (b) nenhuma solucdo; (c) ne-
nhuma solucgdo; (d) A.

Fix 2.6: (a) oo; (b) 0; (c) 1; (d) 1; (e) 0.

Fix 2.7:Basta que uma linha seja maultipla da
outra. (a)¢ # —6; (b) nenhum valor de ¢ satisfaz.

Fix 2.8:(a) falso. Pode ser, por exemplo, um
sistema sem solucdo pois uma das equacdes res-
tantes pode ser 0 = 1. (b) verdadeiro, a solucdo
nula; (c) falso. (d) falso; (e) falso, pode ser sem
solugdo; (f) verdadeiro; (g) verdadeiro (pode pos-
suir até 9); (h) falso, pode possuir equacdes que
sdo combinacdes lineares de outras.

Fix 2.9:(a) O sistema linear tem solucdo Gnica;
(b) O sistema linear & sem solu¢do (conjunto-
solu¢do € vazio), pois ha uma linha da forma
[00 --- 0| m]; (c) O sistema linear com in-
finitas solucdes. Ha 3 variaveis e 2 pivos, logo o
nimero de variaveis livres é 3 — 2 = 1 variavel
livre.

Fix 2.10: (a) Nuc(B). (b) ndo sera.

Fix 2.11: (a) intersecdo de hiperplanos; (b) 1; (c)
2; (d) 4

Fix 2.12:(a) # 0; (b) € (v1,...,vp).

Fix 2.13:S=vg+V comvg € S.

A.2.2 Problemas

Prob 2.1:(a) solugdo dnica: retas concorrentes
em (2,1); (b) nenhuma solugdo: retas paralelas
distintas;

Prob 2.2: Existem vérias possibilidades para cada
item.

Prob 2.3:(a){0x = 0; (b)Impossivel, pois p < n;

(c){0z + 0y = 1; (d){ gi _ 8 ;

-1 —27
01 2 3|

0 1

istema sem solucdo.
)r+(0,2,1,0)s|r,s € R};

wn
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1,0)r +(—32,0,1)s|r,s € R};
,0,—2,-2) + (=3,1,0,0)r | r € R}.
Matriz totalmente escalonada:

2 0 02
0001 0|1
000 0 13

lugdo, ja que ndo ha linha daforma [00 --- 0 | m].

A solucio ndo é anica: ha duas variaveis livres, ja

que ha cinco variaveis e sé trés pivds, conj solu-

¢do: {(0,2,0,1,3) +r(1,0,0,0,0)+

+s(0,-2,1,0,0) r,s € R}.

Prob 2.6: Por definicdo, sistemas equivalentes tém

0 mesmo conjunto solu¢do. O conjunto é:

{5(2,2,1,0,0) + £(24,7,0,1,0), s,t€R}; (b)

Fazendo, por exemplo, (s,t) = (0,0), (s,t) =

(0,1) e (s,t) = (1,0) obtemos as solu¢des:

: O sistema linear tem so-

(1,3,0,0,9), (25,10,0,1,9) e (3,5,1,0,9).
Prob 2.7:
r = 5 + Ir + (-2)s
@y =0 + 1Ir + Os
z = 0 + 0O + 1s
r = r—1
(b) vy = r—1 rekR
z =
Prob 2.8:(a) m # 4; (b)m = 4.
Prob 2.9:(a) c=0ed#0; (b) c=0ed=0.

Prob 2.10: Parametrizando, V = (1,2,3,4,5) +
r(1,0,1,0,1)+s(0,1,1,0,0)+¢(0,0,0,1,1), com
r,s,t € R. Assim, V.= (1+r, 2+s, 3+7r+
s, 44+t 5+r+1t).

(a) W = u(1,0,0,0,0)+v(0,0,0,0,1), u,v €
R. Logo W = (u,0,0,0,v). Queremos saber se
existem r; s, t,u,v € Rtaisque V= (1+r, 2+
s, 3+r+s, 4+t, 5+r+t) =W = (u,0,0,0,v).
Precisamos resolver o sistema (4 equacdes, 3 va-
ridveis):

r—u=—1
§=—2
r+s=-3 ou
t=—-4
r+t—ov=-5
1 0 0 -1 0 r -1
010 0 O S -2
110 0 O t|=1 -3
0 0 1 0 0 U —4
| 1 0 1 0 -1 v -5
1 0 0 -1 0]-1
010 0 O0f-=-2
Matriz ampliada:| 1 1 0 0 0|-3 | ~
0 0 1 0 0]—4
1 01 0 —-1|-5
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100 -1 0]-—-1
010 0 O0]-2
~ 10 01 0 0| —4 |.Assimsolucdo do
000 10| O
000 0 1] 0
sistemaér=-1,s=-2,t=—-4, u=v=0.

O ponto de intersecdo ndo é (—1,—2,—4,0,0)!
Obtemos V' N W substituindo os pardmetros na
parametrizacdo de V ou de W. Em ambos os
casos (verifique) obtemos 0. Assim V NW = 0.

(b) Substituindo a parametrizag¢do de V (veja
antes da solucdo de (a)) nas equacdes do sistema
que caracteriza Z obtemos:

Assim, V.= (14+7r, 2+s, 34+7r+s, 4+
t, 54141
14+r)—@B+r+s)=
{ 2+s)+@+t)+G+r+t)=0 °"
—-s=3

{ S+ 2%4r—=—11 " S30 2 equacdes e 3 varia-

veis. Assim temos uma variavel livre. Tomando ¢
como parametro, s = -3, r = —11 -2t +3 =
—8 — 2t. Obtemos V N Z substituindo os pa-
rametros na parametrizacio de V: VN Z =
(1-8-2t, 2—3, 3—8—2t—3, 4+t, 5—8—2t+t).
Assm VNZ = (-7—-2t, —1, -8 —2t, 4+
t, —3—t). Em termos de espac¢o gerado, VNZ =
(=7, =1, =8, 4, =3)+((—2, 0, 1, —=1)),
uma reta.

(c) Pontos na intersecdo vdo satisfazer os dois
sistemas simultaneamente. Assim temos que

r—z=1
. y+w+k=0
resolver o sistema
r+w=1

z—r+y+tw+k=-1

Resolvendo (1insolve ([x-z=1,y+w+k=0,x+w=1,
z-x+y+w+k=-1], [x,y,z,w,k]) ; no Maxima!) ob-
temos que uma equacdo pode ser eliminada e
a solu¢do (parametrizada por r,t € R) é: = =
l—-ry=-r—t,z=—-r,w=rk=t.

Assim Y N Z = (1,0,0,0,0)+
+((0,-1,0,0,1),(=1,-1,-1,1,0)).

(d) Queremos que (z,y, z,w, k) = (147, 2+
s, 34+r+s, 4+1t, 54+ r+t). Para eliminar os
pardmetros r,s,t, veja que x = 1 4+ r,y = 2 +
s,w=4+t. Assimr=z—1,s =y—2,t = w—4.
Assim z = 3+r+s = 3+(z—1)+(y—2) = x4y,
k=b+r+t=50+(z—-1)+(w—4) =z+w.
—rx—y+2=0
—r—w+k=0"
Prob 2.11:a=1,b= —1,c = 2.

Prob 2.12: (a) CL das colunas:
2(1,-2,0) — 1(0,1,4) + 1(~1,3, —3) =

Logo o sistema é: {
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(2,—4,0)+(0, -1, —4)+(— 1, ,—3) =(1,-2,-7);
(1,0,-1)-(2,-1,1) 1
(b) (—2,1, ) (2,-1, ) = —2
(0,4,-3)-(2,—1,1) -7

Prob 2.13: Portanto queremos combinar 1 vez a
primeira coluna mais 1 vez a segunda menos 1 vez
a terceira (usando definicio de produto matriz-

1
vetor como CL das colunas): x = 1 |. Ele
—1 i
-1 —4 ]
ndo é Gnico: x= | —1 [ oux= | —4 | etc
1 | 4 ]
A.2.3 Extras
Ext 2.1:(c) a = —2,b= —4,c = —29.
1 a1 a? a} af | by
1 ay a3 a3 al|be
Ext 2.2: | 1 a3 a% ag a§ b3
1 ay a? a} af|bs
1 as ag ag aé bs

Ext 2.3: (a) Vetor paralelo a reta r: (2,0,0,0,0,2)—
(1,1,0,0,0,0) = (1,—1,0,0,0,2). Assim r =
(1,1,0,0,0,0) + t(1,—1,0,0,0,2). Para equa-
¢Oes cartesianas, queremos x = 1+1¢, y =1 — ¢,
z=a=b=0,c=2t. Tomandot =z — 1 ob-

y=2—x
z=0
temos o sistema a=20 (sdo 5 equacdes
b=0
c=2r—2
em RS para determinar uma reta). Outra opcdo
xr=14¢/2
y=1-—c¢/2
ét=c/2,¢ 2=0
a=0
b=0

(b) Podemos juntar as equacdes cartesianas
do item (a) com as do sistema. Outra opcdo
é substituir a parametrizacio de r no sistema.
Como os pontos (x,y,z,a,b,c) € r satisfazem
r=14+t,y=1—t z=a=5b=0, c =2t
y—at+c=1=(1-t)-0+2t=1=1+t¢
s4y+e=0=1+t)+(1—1t)+2t=2+2t
Logo t = 0 na la equacdo e £ = —1 na 2a. Logo
a intersecdo é vazia.

(c) Pelo item (b) basta que z+y+c¢=0=
2+ 2t. Assimt = —1 e o ponto de intersecdo é
(0,2,0,0,0,—2).
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(d) Pelo item (b) bastaque 2 +y+2=2=
(I+t)4+(1—1t)+0=2. Como isto é verdade
para todo ¢, concluimos que a reta r pertence ao
conjunto-solucio do sistema. Assim a intersecio
é a propria reta r: Assim r = (1,1,0,0,0,0) +
((1,-1,0,0,0,2)).

Ext 2.4:(a) infinitas solugdes: retas coinciden-
tes; (b) sem solucdo: retas ndo se interceptam
simultaneamente em um ponto.

Ext 2.5:(a){z =0; (b){0z=1; (c){zr+y =1,
r = 1 r = 1

(d){ 2r = 2 2 = 3

Ext 2.6:(a) 02 = 4 nenhuma solugdo, 62 # 4

solugdo anica. (b) 6 # —3/4 solucdo unica, 6 =

—3/4 sem solucdo. (c) § & {0, 1} solugdo Gnica,

d = 0 infinitas solu¢des, § = 1 sem solucdo. (d)

B # 0 solucdo anica, 8 = 0 e § = 1 infinitas

solu¢des, S =0 e d # 1 sem solucdo. (e) § # 5

solucdo Gnica, § = 5 e 8 = 4 infinitas solucdes,

d =5 e [ # 4 sem solucdo. (f) § # 4 solucdo

Gnica, 6 = 4 infinitas solucdes.

Ext 2.7:a = 0.

Ext 2.8:(a) 3b; — by — 4b3 = 0. (b) N&o, pois

3(3) =5 —4(—1)=8#0.

Ext 2.9:(a) y = 1; (b) y = 1/2; (c) O sistema

ndo possui soluco.

A.2.4 Desafios

Des 2.3:Seja r a razdo da PG. Multiplicando a
primeira linha por r™ obtemos a segunda linha.
Multiplicando a primeira linha por 72" obtemos
a terceira linha. Assim apés eliminacdo ficamos
com somente a la linha. Podemos facilmente
resolver o sistema.

Des 2.4: Veja Wikipedia em LU_decomposition.

Des 2.5: S3o0 duas as possibilidades para a forma
totalmente escalonada de um sistema homogéneo
nxmn. Umaé

10 010
0 1 010

: 0
00 1/0

A outra é que alguma linha zere durante o escalo-
namento e seja assim descartada, de forma que o
namero de linhas apés o escalonamento (p, igual
ao namero de pivés) seja menor do que o ndmero
e variaveis n.
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Dado um sistema qualquer, consideremos o
sistema homogéneo associado.

. Se este se enquadrar no primeiro caso acima,
a forma escalonada do sistema ndo-homogéneo
original sera, necessariamente, da forma

1 0 --- 0%
01 --- 0]~
R IS
00 --- 1]|x%

Este sistema tem solugdo dnica. A solucdo (isto
é, os valores das x's) depene do lado direito do
sistema original, mas a existéncia e unicidade sado
garantidas para todo lado direito. Esta é a alter-
nativa (a).

[l. Se este se enquadrar no segundo caso, te-
mos um sistema com solucdo (pois sistemas ho-
mogéneos sempre 0 s30) com p < n e portanto
n — p variaveis livres. Isto implica em infinitas
solucBes. E a alternativa (b).

A.3 Espacos Vetoriais

A.3.1 Exercicios de Fixacao

Fix 3.1:(a) sim; (b) n3o; (c) sim; (d) n3o; (e)
ndo; (f) n3o.
Fix 3.2:(a)
dimW <n
Fix 3.3:(a) b € Im(A). (b) Nuc(A4) = {0}.
Fix 3.4: (a) no maximo (b) pode ser gerador; (c)
é gerador; (d) pode pertencer.

Fix 3.5:(a) no maximo (b) é LI; (c) pode ser LD;
(d) ndo pertence.

0 € W; (b) 6vy —bvy € W; (c)

Fix 3.6:(a) u é maltiplo de v; (b) nenhuma das
alternativas. (c) ndo nulo.

Fix 3.7:(C).
Fix 3.8: base de W escalonando . . . como linhas.

Fix 3.9: (a) pode aumentar; (b) pode diminuir.
Fix 3.10: (a) 1; (b) plano.

Fix 3.11:(a) ndo; (b) ndo. (c) nio;

Fix 3.12: Todas falsas.

Fix 3.13:(a) 0; (b) R3.

Fix 3.14: Func3o identicamente nula.

Fix 3.15:(a) sim; (b) n&o; (c) sim;
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A.3.2 Problemas

Subespacos do R"

Prob 3.1:(a) n3o; (b) ndo; (c) sim;

Prob 3.2:(a) ndo é pois a soma de dois vetores
pode ser igual a essa direcdo dada; (b) ndo é pois
(1,1) esta e o inverso aditivo (—1,—1)

Prob 3.3:(a) n3o; (b) sim. (c) sim.

Prob 3.4:(a) Ndo. (b) Sim. (c) O anico con-
junto de um anico elemento que é LD é {0}.
Prob 3.5:(a) Ndo. (b) Sim. (c) Ndo. (d) Um
conjunto de dois elementos, {u,v} é LD se e s6
se um dos vetores é miltiplo do outro, isto &,
u = av ou Vv = au, para algum a. Note que, no
item a, 0 = 0(1,0,—2), mas (1,0, —-2) # a0 =
0 Vo

Prob 3.6:(a) Sim. (b) N3o
Prob 3.7:(a) n3o é; (b) ndo
nao é;

. (¢) Nso.
é; (c) é base; (d)

Prob 3.8:(a) Sistema (1 equacdo) ji esta total-
mente escalonado. Como é 1 equacdo, 4 varia-
veis: 3 variaveis livres. Logo dimensdo é 3. Como
pivd é associado ao x, colocamos = como varia-
vel dependente e y, z, w como livres. y =71,z =
s, w=t, r=—-y+w=-—-r-+t.
Logo (z,y,z,w) =
=r(-1,1,0,0)+s(0,0,1,0)+%(1,0,0,1). Base:
{(~1,1,0,0),(0,0,1,0), (1,0,0,1)}.
(b) Escalonando totalmente obtemos

1 00 00
[ 001 10
varidveis: 2 variaveis livres. Logo dimens3o é 2.
Como pivds sio associados a = e z, colocamos
x,z como variaveis dependentes e y, w como li-
vres. y =1, w =38 =0, 2=w=s. Logo
(z,y,z,w) = r(0,1,0,0) + s(0,0,1,1). Base:
{(0,1,0,0),(0,0,1,1)}.

(c) Sistema (2 equacdes) ja esta totalmente
escalonado. Como sdo 2 equacdes, 4 variaveis:
2 variaveis livres. Logo dimensdo é 2. Como
pivés sdo associados a y e w, colocamos y,w
como variaveis dependentes e z,z como livres.
r=r z=3s8y=—32=—-3s, w=0. Logo
(z,y,2z,w) = r(1,0,0,0) 4+ s(0,—3,1,0). Base:
{(1,0,0,0),(0,—3,1,0)}.

(d) reescrevendo parametrizacio,
(z,y,z,w)=7r(1,0,2,1) + s(2,—1,1,0)+
+t(1,—2,—4,—-3). N&o podemos concluir que
dimensdo é 3! Temos que escalonar matriz (ndo
precisa escalonar totalmente) com vetores em li-
nhas para ver dimens3o do espaco gerado:

} Como sdo 2 equacdes, 4
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1 0 2 1 1 0 2 1
2 -1 1 0O[~10 -1 =3 -2
1 -2 -4 -3 0o 0 0 0

Portanto dimens3do 2 e base
{(1,0,2,1),(0,—-1,-3,—2)}.

Prob 3.9: Note que V' e Z sdo planos e W & uma
reta. Assim esperamos, de forma geral que: V' N
W e ZNW sejam retas e ZNV seja um ponto. (a)

r+y—w=0
Bastaresolver ¢ 2 4+z—w=0 . (x,y,z,w) =
—2z4+w=0

t(0,1,1,1). Uma base é {(0,1,1,1)}. (b) Pa-
rametrizacdo para Z é (z,yt,z,w) = (s, +
t,2s + t,s). Para pertencer a V' devemos ter
z4+y—w =0 = s+s+t—s = s+t. Assims = —1
e portanto a intersecdo é t(—1,0,—1,—1). Uma
base é {(—1,0,—1,—1)}. (c) Veja (b) e conclua
2s+t=0

—s—t=0

cuja solugdo (anica) é (s,t) = (0,0). Assim a in-
tersecdo é somente o (0,0). A base é o conjunto

vazio () (veja Convencido da p[71).

que devemos resolver o sistema

Prob 3.10: (a) Basede W;: {(1,-1,1,2),(1,1,1,1)}

(b) Base de Wa: {(1,0,0,1),(—1,-1,1,0)} di-
mensdo 2. (c) Basta juntar as bases e escalonar.
Vamos obter dimensdo 3 e base:
{(-1,-1,1,0),(1,0,0,1), (1,1,1,1)}.

Ll e LD: tedricos

Prob 3.11: 1(u—v)+1(v—w)+1(w—u) =0¢
uma combinacdo linear ndo-trivial que da o vetor
nulo.

Prob 3.12:(a) se v = Y ', ;v;, entdo 1v +
> i1 (—ay)v; = 0 é uma combinacdo linear ndo-
trivial dando o vetor nulo.

(b) se > 5(—a;)v; = 0 & uma combina-
c3o linear n3o-trivial dando o vetor nulo, entdo
0vi + Y i o(—a;)v; = 0 também o é. Isto &,
se {va,..., vy} ndo é Ll entdo {vi,vo,..., vy}
também nio é.

(c) se fosse verdadeiro, pelo item (a) teriamos
que {vi,va,...,v,} € LD.

Prob 3.13:(a) 3; (b) 2 (c) 1 (d) 0.

Espacos de Polinbmios e Funcoes

Prob 3.14: (a) sim; (b) ndo; (c) ndo; (d) sim.
Prob 3.15: (a) 1(14+22)—(3/2)(1+z)+(1/2)(1—
z) =0; (b) 1 —sen?(z) — cos?(x) = 0.

Prob 3.16: (a) LD; (b) LI; (c) LL
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Prob 3.17:(a) se f' = 0, entdo f é constante,
isto &, f(x) = c para todo z. Logo, f = cg, dado
que g(x) = 1 para todo z;

(b) sabemos (do célculo) que se f = f, entdo
f(x) = ce® para alguma constante c. Logo f =

cg.
Prob 3.18: (a) sim; (b) n3o;

A.3.3 Extras
Subespacos do R"

Ext 3.1:(a) sim; (b) Ll para k # 1 e k # —2.
(c) n3o.

Ext 3.2:Escalonando (ndo precisa ser escalona-
mento total) uma matriz onde cada linha é um

1 11
vetor obtemos: (a) | 0 1 2 |. Sdo 3 vetores
0 0 2
1 11
Lls em R3: & base. (b) [ 0 1 2 S&o 2
0 00

vetores Lls em R?: n3o é base.

Ext 3.3: (a) Dimensdo 3 e base
{(17 17 07 0)7 (_1> 07 17 0)7 (17 Oa 07 1)} (b) Dimen-
sdo 2 e base {(0,1,1,0),(1,-1,0,1)}.

Ext 3.4: (a) Dimensdo 2 e base
{(1,2,1,0),(0,—1,2,1)}. (b) Dimens&o 2 e base
{(1,0,1,-1),(0,3,1,2)}. (c) Dimens3o 2 e base
{(1,2,0,1,2),(0,2,1,3,3)}.

Ext 3.5:12 parte (se): assuma ad — bc = 0. Se
a=b=c=4d=0, entdo (a,b) e (¢,d) sdo
LD. Caso contrario, temos que vale uma das se-
guintes alternativas: (i) (a,c) # (0,0) e portanto
c(a,b) —a(c,d) = (ca — ac,bc — ad) = (0,0) &
combinagdo linear ndo-trivial dando zero ou (ii)
(b,d) # (0,0) e portanto d(a,b) — b(c,d) =
(da — be,db — bd) = (0,0) é combinagdo linear
ndo-trivial dando zero.

22 parte (somente se): assuma (a,b) e (c,d)
LD. Temos que vale uma das seguintes alternati-
vas: (i)(a,b) = A(c,d), isto é, a = Ac e b = Ad,
de forma que ad = Aed = be e ad — be = 0 ou
(i) (¢,d) = Xa,b), isto é, c = Aa e d = \b, de
forma que bc = \ab = ad e ad — bc = 0.

Ext 3.6:(a) qualquer uma das trés; (b) basta

tomar o miltiplo de uma delas. por exemplo 2z —
2y =0.
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Ll e LD: tedricos

Ext 3.7: a1 w1 + aowo + 3wy = Oél(Vl —|—V1) +
ag(Vl +V2)+O¢3(V1 -I-Vg) = (2041 +a2+a3)v1+
asvo + agvy = 0, se, e somente se,

201 +az+a3 = 0

fe% = 0 , se, e somente se,

Qs =0
] = g = 3 = 0.
Ext 3.8:(a) O vetor x = (z1,...,2,) € solugdo
do sistema se, e somente se b = ) x;v; onde
v; € R™ s3o as colunas da matriz A. Podemos
escrever b € R™ sempre como CL dos v;'s se, e
somente se, os v;'s formam um conjunto gerador.
(b) Pelo item (a) teremos a unicidade da repre-
sentacdo de um vetor b como CL de v;'s se, e
somente se, o conjunto é LI.

Ext 3.9:(a) solugdo dnica. (b) pode ser vazio
(sem solugdo).

Ext 3.10:(a) Decorre trivialmente do resultado
de que um conjunto & LD se e s6 se existe um
vetor que é combinacdo linear dos demais. (b)
Decorre trivialmente de (a).

Ext 3.11: Lembre que um conjunto é LD se e sé
se existe um vetor que é combinacio linear dos
anteriores. No conjunto 8 = {vi,va,..., vy},
este n3o é o caso de nenhum dos n — 1 primeiros
vetores, dado que eles formam um conjunto LI.
Também n3o é o caso do n-ésimo vetor, por (b).
Logo 8 = {v1,Vva,...,Vv,} ndo é LD.

Ext 3.12:(a) Veja Exemplo da pl70] (b)
tome uma base para H N K; estenda-a a base de
H e estenda-a a base de K.

Espacos de Funcdées ou Polinbmios

Ext 3.13:(a) Pelo Teorema do Valor Médio f’
é constante. Logo f(x) = ax + b = ag + bh.
(b) Bem mais dificil. Precisamos do Wronskiano
(veja Definicdo da p[193). Dadas trés fun-
cdes f, g, h no subespaco pode-se provar que se-
rdo LDs. De fato se af+bg+ch = 0, entéo (deri-
vando duas vezes) obtemos que a f'+bg’ +ch’ = 0
e af’ +bg"” +ch” = 0. Logo queremos saber

f g h a 0
se osistema | f ¢ W bl =10
f// g// h// c 0

possui somente solucdo trivial. Mas o determi-
nante da matriz & fg'h” + gh' f” + - --. Podemos
substituir A" por —h, ¢"” por —g e f” por —f
(porque?). Fazendo as contas vamos obter que
o determinante é zero e portanto o sistema tem
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uma solucdo n3o-trivial. Logo qualquer conjunto
com pelo menos 3 funcdes sera LD. Como sen e
cos sdo Lls (uma ndo & maltipla da outra) conclui-
mos que elas formam uma base deste subespaco.

Ext 3.14:(a) sim; (b) sim; (c) ndo (basta notar
que f(x) = 0 ndo pertence ao conjunto); (d) sim.

Ext 3.15:(a) sim; (b) sim;

Ext 3.16: Como elementos p € P4 sdo da forma
p(z) = ax* + ba3 + cx® + dz + e temos que
introduzir restri¢ées: (a) a+b+c+d+e=0.
Logo dimensao V é 4. Base: {1—z2* x—2* 2%~
vt 23 — 2%} (b)a—b+c—d+e=0. Logo
dimensao W é 4. Base: {1 — 2% o + 2% 2% —
xt, 234 2%}, (c) Duas restricdes: a+b+c+d+
e =0ea—b+c—d+e = 0. Sdo equivalentes a a+
b+c+d+e =0eb+d =0 (escalonando). Assim
dimens3o é 3 e colocando ¢, d, e como parametros
obtemos a base {—2% + 1, —z3 + z, —2t + 22}

Ext 3.17: Como cos(2z) = cos?(x) — sen?(z),
ela é redundante. E claro que cos? n3o é maltiplo
de sen?. Assim a dimensdo & 2.

A.3.4 Desafios

Des 3.1:Suponha que existe v #0 com v € V.

Des 3.2: Suponha que W # V. Ent&o existe v €
V comv & W. Logo se B & base de W, fU{v}
é LI e portanto dim V' > dim W, contradizendo
a hipotese.

Des 3.3:(a) Suponha que H é subespaco afim.
Ent3o dados uj,uy; € H existem wi,wy € W
com u; = hy + w;. Assim fu; + (1 — f)uy =
hy + 6wy + (1 — 0)wy. Como W é subespaco
vetorial, 0wy + (1 — O)wo € W.

Agora suponha que H posua a propriedade
que se u,v € H, vale fu+ (1 — §)v € H. Seja
hy € H um elemento. Vamos provar que W =
H — hg é um subespaco vetorial. De fato é claro
que (porque?) 0 € W. Sejaw € W. Logo w =
h — hy com h € H. Queremos provar que 0w €
W para todo 6. Ora Ow = 6h + (1 — 6)hg — hy.
Pela propriedade de H, 6h+(1—6)hy € H. Logo
Ow € W. Para provar que é fechado para soma,
dados w; € W, w; = h; —hy. Temos que (w1 +
w2)/2 = 1/2(h; + hg) — hy. Pela propriedade
de H (tome 6 = 1/2) o primeiro termo pertence
a H. Logo (w1 + wa2)/2 € W. Pela primeira
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parte podemos multiplicar por dois e concluir o
resultado.
(b) H contém a reta que passa por u e v.

Des 3.4: Escalone (n3o precisa ser escalonamento
total) os vetores geradores de V, elimine linhas
nulas e obtenha matriz A. Caso A tenha menos
de n linhas, introduza linhas Lls colocando 1 nas
colunas sem pivd e zero nas outras entradas.
Des 3.5:(a) E claro que f(z) = 0 satisfaz a
equacdo. Sejam f e fo satisfazendo f{(x) +
p(o) Fl(2)+a() fi(x) = 0 e f1(x)+p(x) f3(x) +
q(z) f2(z) = 0 e a € R qualquer. Entdo (af; +
f2)"(@)+p(x)(afi+fo) (x)+q(x)(afit f2)(x) =
a(fi(z) + p(@)fi(z) + q(z) fr(2) + (f5(2) +
p(x) f3(x)+q(x) f2(x)) = 0 e portanto a fi + f2 &
também solucdo. (c) Sejam f,g,h € V. Mostre
que determinante wronskiano (veja Definicdo[6.24]
da p[193)). & zero.

Des 3.6: (c) f(z) = f(x)+2f(—w) + f(r)—Qf(—m).
Des 3.7:(a) Suponha que > \;fi(z) = 0 para
todo z € R. Tome xz = 1+1/2,2+1/2,...
e conclua que \; = 0, Ay = 0, ...(b) Como
existe conjunto infinitos LI o espaco é de dimens3o
infinita.

Des 3.8: A diferenca para Definicdo [3.18|da p[77]
é utilizar V' ao invés de R. A soma de funcdes
sera feita com a operacido de soma em V.

Des 3.10: Pode-se ver que log : P — R é uma
bijecdo que preserva as operacdes (dizemos que é
um isomorfismo linear). Assim dim(P) = dim(R)
1 e uma base é e € P ou qualque outro nimero
positivo.

A.4 Transformacoes Line-
ares

A.4.1 Exercicios de Fixacao

Fix 4.1: (a) n3o; (b) sim; (c) nio;

0 1
Fix 4.2:(a) [ g _Z }; (by | =1 0 |,
2 1

(C) T(l‘,y, Z) = (l’ -z, 3$+22)' (d) T(fE,y) =
(—z + 8y).

Fix 4.3:(a) T(z,y) = (0, y). (b) T'(x,y,2) =
0, ¥, 0). (c) T(x,y,2) = (0, y, 2).

. cosf) —senb
Fix 4.4:(b) [ sen s 0 } )
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Fix 4.5: (a) dimIm A. (b) Im A. (c) Im A7,
Fix 4.6:(a) 0; (b) V; (c) V; (d) 0.
Fix 4.7: (i) (C); (ii) (A); (iii) (D); (iv) (C).

Fix 4.8:(a) Nucleo é o plano perpendicular a
(2,1,1), isto &, o plano 2z +y + z = 0. Ima-
gem é a reta gerada por (2,1,1). (b) Nicleo é o
0 somente. Imagem & todo R3. (c) Nacleo é o
vetor 0 somente. Imagem é todo R3. (d) Nicleo
€ a reta gerada por (1,0,0) (o eixo z). Imagem

é o plano z = 0, gerado pelos eixos y e z.

Fix 4.9:(a) r; (b) O; (c) PP =P; (d) RR=1;
(e) RP = P; (f) PR=P; (g) P" =P e R* =
I; R*1 = R.

Fix 4.10:(a) 7; (b) 4; () 2;

Fix 4.11:(a) 2; (b) 5;

Fix 4.12:(a) 2; (b) 0;

Fix 4.13: (a) falsa; (b) verdadeira; (c) falso; (d)

verdadeiro. (e) falso, dim(Nuc(T")) = 0.
Fix 4.14: Somente (b) 3z — 4, (d) 5.

Fix 4.15:n é dimensdo do dominio e m do con-
tradominio. (a) Falso. Por exemplo, tome uma
matriz m X n com todas as entradas iguais a
0; (b) verdadeiro pois se a dimensdo do domi-
nio &€ maior do que a do contradominio, entdo
dim(Nuc(A)) > 0.

Fix 4.16:(a) e
Fix 4.17: A2+ AB + BA + B2.

Fix 4.18:(a) das colunas de A; (b) das linhas de
B; (c) linhas de A por colunas de B;

(c) somente.

Fix 4.19:(a) 0; (b) n. (c) n.

Fix 4.20: (a) u = (1,3,2,-2). (b) v = (3,0,1,5).
() w=1(-2,3,0,2).

Fix 4.21: CB~L.

Fix 4.22: { _? }

Fix 4.23: (A)

Fix 4.24: Pensando em matriz como representa-
cdo de uma TL, a definicdo do produto entre duas
matrizes A e B é baseada na ideia que AB repre-
senta a composicdo entre as TLs T4 e Tg. Caso
fosse definida de outra forma n3o representaria
a composicdo. Mas pode ser (til utilizar esta e
outras defini¢cdes. Veja na Wikipedia Hadamard
product, Frobenius e Kronecker product.
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A.4.2 Problemas

Prob 4.1: Veja o efeito nos vetores da base cané-
nica.

(a) T(1,0) = (0,—1), T(0,1) = (—1,0).
Logo T'(x,y) = (—y, —z). (b) T'(1,0,0) = (1,0,0)
7(0,1,0) = 55(0,1,1), T(0,0,1) = 5(0,1,1).
Assim, T'(x,y,z) = %(x 2, y+2z, y+2). (c)
7(1,0,0) = 75(1,1,0), 7(0,1,0) = 75(~1,1,0),
7(0,0,1) = (0,0,1)

Assim, T'(x,y, z) = %(m—y, T +y, 2V2).
Prob 4.2:(a) PQ =0. (b) QP =0. (c) QR =
—Q; (d) RQ = -Q;
Prob 4.3:(a) N3o. (b) sim; (¢) n3o.
Prob 4.4:(a) Resolvendo o sistema

1 -1 0 0

0 -1 —1|[°" 0

1 10 vyl =10 achamos o

0o 1 1|L°7 0
nicleo. Escalonando totalmente a matriz obte-
mos: 101 . S3o 3 varidveis, 2 equacses:

0 1 1 ' AN
3 — 2 = 1 variavel livre. Como a coluna sem

pivé é a terceira, colocamos z como variavel li-
vre. S3o dependentes x e y. Colocando z = r,
x=—-z=-rey=—z=—-r. Logo, (z,y,2) =
(=r,—r,r) = r(—1,—1,1). Logo o nicleo tem
dimensdo 1 e base {(—1,—1,1)}.
Pelo TNI, dimensdo da imagem é 3 — 1 =
2. Para calcular a base montamos a matriz com
T(e1),...,T(e,) nas linhas:
1 0 -1 0
-1 -1 1 1
0 -1 01
te, ndo precisa ser totalmente escalonada),

1 0 -1 0
0 -1

. Escalonando (parcialmen-

01| Logo a imagem tem dimen-

sdo 2 e base {(1,0,—1,0),(0,—1,0,1)}.
(b) Resolvendo o sistema
1 -1 0] [=
2 01 y | =
0 21 z
cleo. Escalonando totalmente a matriz obtemos:
10 1/2
[ 01 1/2
2 =1 variavel livre. Como a coluna sem pivé é a
terceira, colocamos z como variavel livre. S3o de-
pendentes = e y. Colocando z =71, z = —z/2 =
—r/2ey = —2/2 = —r/2. Logo, (x,y,2) =
(=r/2,—r/2,r) =1r(—1/2,—-1/2,1). Logo o ni-
cleo tem dimens3o 1 e base {(—1/2,-1/2,1)}.
Pelo TNI, dimensdo da imagem é 3 — 1 =

0
0 | achamos o nu-
0

. S3o 3 variaveis, 2 equacdes: 3 —
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2. Para calcular a base montamos a matriz com

1 2 0
T(e1),...,T(ep)naslinhas: | =1 0 2 |. Es-
0 1 1
calonando (parcialmente, ndo precisa ser total-
mente escalonada) L 20 Logo a ima-
10 2 2

gem tem dimensdo 2 e base {(1,2,0),(0,2,2)}.

(c) Resolvendo o sistema

a
1 0 3 0 -1 b 0
0 01 -1 1 c| = | 0| acha-
1 0 4 -1 0 d 0

e

Escalonando totalmente a ma-
00 3 —4

00 1 -1 1 . S3o 5 va-
ridveis, 2 equacBdes: 5 — 2 = 3 varidveis livres.
Como sdo colunas com pivé primeira e terceira,
a e c sdo dependentes. S3o livres: b,d,e. Co-
locando b = r,d = s,e = t, a = —3d + 4e =
—s+t,c=d—e=s—t. Logo, (a,b,c,d,e) =
(—3s+4t, r, s—t, s, t) = r(0,1,0,0,0) +
s(—3,0,1,1,0) +¢(4,0,—1,0,1). Logo o nicleo
tem dimensdo 3 e base
{(0,1,0,0,0),(-3,0,1,1,0),(4,0,—1,0,1)}.

Pelo TNI, dimensdo da imagem é 5 — 3 =
2. Para calcular a base montamos a matriz com

mos o nucleo.

triz obtemos:

1 0 1
0 0 O
T(e1),...,T(e,) naslinhas: 3 1 4
0 -1 -1
-1 1 0
Escalonando (parcialmente, ndo precisa ser total-
mente escalonada) L 01 Logo a ima-
"0 1 1

gem tem dimensdo 2 e base {(1,0,1),(0,1,1)}.

Prob 4.5: 2

Prob 4.6:(a) Escalonando:

z=0
{ y=0
tem dimensdo 0 com base ) (conjunto vazio é a
base do espaco 0). A imagem é (2 colunas da
matriz sdo Lls) ((1,2,0,-1),(0,0,1,—2)), com
dimensdo 2.

, sistema

o O O
O O = O

. Resolvendo concluimos que o Nicleo

APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

1 0 -2
(b) Escalonando: | 0 1
0 0

r—22=0
{ y+2z2=0"
Nacleo & ((2,-1,1,0),(0,0,0,1)), com dimen-
sdo 2. Determinamos imagem escalonando

0
1 0 |[,sistema
0 0

Resolvendo concluimos que o

1 1 0 1 0 -1
2 31 01 1
01 1 Obtemos 00 o Ima-
0 0 0 0 0 0
gem é ((1,0,—1),(0,1,1)), com dimens3o 2.
1 0 -1
0 1 1 .
(c) Escalonando: 0 0 o | sistema
0 0 0
r=z=0 . Resolvendo concluimos que o Na-
y+2z2=0

cleo é ((1,—1,1)), com dimensdo 1. Determina-
mos imagem escalonando

0 2 -1 1 1 0 1 0
1 2 0 1 |.Obtemos| 0 2 -1 1
10 10 00 00

A imagem é ((1,0,1,0),(0,2,—1,1) com dimen-
sdo 2.

1 0 —1 0
(d) Escalonando: 01 0 -1/, sis
0 0 0 0
r—2z=0 .
tema . Resolvendo concluimos que
y—w=20

o Nicleo é ((1,0,1,0),(0,1,0,1)) com dimensdo
2. Determinamos imagem escalonando

1 -1 0 1 01
0o -1 -1 0 1 1

1 1 L Obtemos 00 ol Ima-
0 1 1 0 0 O

gem é ((1,0,1),(0,1,1)), com dimensdo 2.

Prob 4.7:S3o0 lineares somente (a) e (c).

Prob 4.8:(a) Nuc(T) = Im(T") = P;.

(b) Nuc(T') é o conjunto dos polindmios da forma
(x—3)q(z), Im(T) = R.(c) Nuc(T') = 0,Im(7T") =
(z,2%,2%) (d) A imagem é C(R;R) (sobrejetiva)
pois dado g € C(R;R) defina h(z) = [; g(s) ds,
pelo teorema fundamental do célculo h € C}(R; R)
e T'(h) = g. O nacleo sdo fungdes constantes.

Prob 4.9: (a) Contradiz o Teo. do Nicleo e da
Imagem (dimensdo do nicleo s6 com a origem
(= 0) mais dimensdo da imagem (no maximo
= 2) é menor do que a dimens3o do espaco de
partida (= 4) . Ou, mais intuitivamente, um es-
paco de dimens3o 4 estd sendo levado pela TL
num espaco de dimensdo 2. A imagem portanto
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tem dimensdo no maximo 2. Assim, é preciso que
um subespaco de R* de dimensdo ao menos 2 seja
levado (colapse) no 0 pela TL.

(c) Para que a TL seja injetiva, seu nicleo
deve ser trivial, ou seja, deve conter apenas o 0
(de R*). Nesse caso a dimensdo do niicleo & 0
(contém apenas um ponto). Mas na TL dada,
o nicleo deve ter dimens3o pelo menos 2 (vide
resposta do item (a)).

(e) Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem,
dim(Nuc(T)) + dim(Im(7")) = 7. Ora, como
a soma de dois nameros iguais daria um nimero
impar? Impossivel.

(g) Note que os vetores da base do nicleo
sdo LI (e dim(N(T')) = 2), mas que os vetores
(1,1,2) e (2,2,4) que geram a imagem s3o LD, e
logo basta um deles para gerar o mesmo espaco
(logo dim(Im(7")) = 1). Mas ai, novamente, n3o
conseguiriamos satisfazer ao Teo. do Nucleo e da
Imagem. Logo ndo é possivel existir tal TL.

Prob 4.10: (a) [ :; _? }

(b) T(z,y,z,w) = 22+ 2y + z + w,z +
Yy — 2z + 2w,4x + 4y + z + 3w). Solu¢do: Uma
base do nicleo é (1,0,—1,—1) e (0,1,—1,—1).
Podemos completar esta base, por exemplo, com
(0,0,1,0) e (0,0,0,1). Podemos agora deter-
minar completamente 7" por 7'(1,0,—1,—-1) =
T(0,1,-1,-1) = 0, T(0,0,1,0) = (1,—1,1) e
7(0,0,0,1) = (1,2, 3).

(c) T(z,y,2) = (0,0, —x —y+2z,—z —y +
z) Solu¢do: O nicleo é gerado por (1,0,1) e
(0,1,1). A imagem é gerada por (0,0,1,1). Por-
tanto, 7'(1,0,1) =7(0,1,1) = 0. Como (0,0, 1)
completa a base do R? (entre outras possibilida-
des), colocamos 7°(0,0,1) = (0,0,1,1). Agora
sabemos T em trés vetores da base de uma base
do R3. Portanto podemos determinar que
T(x,y,z) = (0,0, —z —y+z,—x —y + 2).
Prob 4.11: Observe o seguinte: Caso 0 n3o fosse
raiz de p, i.e., ndo houvesse a restricio p(0) =
0 sobre os elementos de W, entdo o nicleo da
transformacdo linear derivada primeira seria so-
mente os polindmios constantes, da forma p(x) =
a, com a € R. Mas polinémios dessa forma sé6
satisfazem a restricdo p(0) = 0 em W quando
a = 0 (caso contrério teriamos p(0) = a, com
a # 0 e dai p ndo pertenceria a W), donde con-
cluimos que o dnico polinémio levado no 0 pela
TL derivada primeira é o polinémio nulo. Logo D
é injetiva.

Prob 4.12: (2,—-1) e (—2,3).
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Prob 4.13:Veja como calcular com Maxima na

Observagdo [4.16/da p{114] (a) [ (1) _; ]
e

Byl -1 1 0] ()
2 00 2 00 01
- 10 -1 0

10
Prob 4.14:T=| 1 0
01

2

0

1/2 1/ 0
T'=[T"1. = 0 1
15
1/2 —1/2 0
0 I I -A
Prob 4.15: (a) [I 0 } (b) [0 I}
B 0
.Q2 _
Prob 4.16: S —[ 0 B ]
Prob 4.17:(a) Ha infinitas respostas. Por exem-
11 20
pIo,B—{1 1}eC— [0 2]. (b) Neste

caso AB=AC = A 'AB=A1AC =
B=C.

A.4.3 Extras
TL e Matriz, TL Geométrica

Ext 4.1: Todas as operacdes sio lineares. Va-
mos explicar (a) em detalhes. (a) Como T'(ap +
q)(x) = z(ap(x) + q(x)) = axp(r) + zq(r) =
(T (p) + T(q))(x), concluimos que & linear.
Ext 4.2:(a) ndo; (b) 0 #0e 0 # .

Ext 4.3:(a) E claro que rodar 4 vezes 90 graus
resultara na identidade. Para (b) e (c) opere com

0 -1 0 0 0 —1
A=1|1 0 0OfeB=]01 0

0 0 1 1 0 0
Ndacleo, Imagem, Teorema do Nuacleo

Imagem

Ext 4.4:(a) 7; (b) 7;

Ext 4.5: (a) dimIm T = 4; dim NucT = 0; (b)
dimIm7T =5. dimNucT = 1;

Ext 4.6:(c) 3; (d) 0.

Ext 4.7:(a) Escalonando obtemos:

SO O -
O O ==
O O = O

r—2z2=0
y+z=

cujo sistema é { Nicleo tem di-
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mensdo 1 e € igual a ((1,—1,1)). Determinamos

1 -1 0 1
imagem escalonando | 1 0 0 0 |. Apds
0 1 0 -1
1 00 O
escalonar obtemos | 0 1 0 -1 Imagem
000 O
tem dimensdo 2 e éigual a ((1,0,0,0), (0,1,0,—1)).

(b) Nacleo é x + 2 =0ey+ 2z = 0, cuja
dimensdo é 1, gerado por (1,1,—1), imagem é
((1,0,2,3), (0,1, -2, —2)), dimenséo 2.

(c) Nacleo é o plano zw, y = z = 0, com di-
mensdo 2. Imagem é ((1,0,0,0),(0,0,0,1)) com
dimensdo 2.

Ext 4.8:(a) Coloque a matriz na forma esca-
lonada (ndo precisa ser reduzida). Para que o
posto seja 1, precisamos de apenas 1 pivot. Logo
5—2h =0, ouh = 3. (b) Coloque a matriz
na forma escalonada (ndo precisa ser reduzida).
Para que o posto seja 2, precisamos de 2 pivés.
Logo 5 —2h # 0, ou hGR,h#%.

Ext 4.9:(a) T(0) = T(0 + (—1)0) = T(0) +
(=1)T(0) = T(0) — T(0) = 0 (usamos somente
a linearidade de T').

~—

(c) Contém o 0, e estd fechado pela soma
e multiplicacdo por escalar: Considere 7 e © em
N(T) (ou seja: T'(v) =0e T(v) =0), e v € R.
Entdo T'(v+ av) = T(v) +aT'(0) = 0+ a0 = 0.
Logo N(T') é subespaco vetorial.

(d) Vamos usar que, se T é injetiva, o anico
elemento do nicleo é 0 0. Suponha, por exemplo,
que T'(v;) = AT'(vj), com i # j. Entdo T'(v;) —
AT'(vj) = 0. Usando a linearidade de T, temos
que T'(v;—Av;) = 0. Agora, usando a injetividade
de T', concluimos que (v;—Av;) = 0, ou v; = Avj.
Contradicdo, pois por hipétese os v;'s eram LI.

(d) (solugdo alternativa) Seja {vi,...,vp}
LI. Considere a sua imagem por T,
{T'(v1),---,T(vp)}. Para discutir a independén-

cia linear deste conjunto, devemos verificar quando

>P ;T (v;) = 0. Mas, por linearidade,

P L aiT(vi) =T (3%, a;v;) e T(0) = 0. Da
injetividade de T', segue que Y a;v; = 0, o
que, pela independéncia dos v;'s, implica em «;'s
todos nulos. Mas isto garante a independéncia de
{T(Vl)ﬂ T T<Vp>}'

(e) Seja B ={vi,...,v,} basede V. Entéo,
pelo exercicio anterior, T'(5) = {T'(v1),- -+, T (v,
€ um conjunto LI. Mas um conjunto de n vetores
LI em um espaco de dimensdo n € uma base.

)}
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Composicdo de TLs e Produto de Ma-
trizes

Ext 4.10: (a) Se STv = STw, como S & inje-
tiva, v =Tw. Como T é injetiva, v = w.

(b) Dado w qualquer, como S é sobrejetiva,
existe y com Sy = w. Como T é sobrejetiva,
existe v.com Tv =y. Assim, STv = Sy = w.
Logo ST é sobrejetiva.

(c) Dado w qualquer, como ST é sobrejetiva,
existe y com STy = w. Logo tomando v =Ty,
Sv =w. Assim S é sobrejetiva.

(d) Se T'v = Tw, entdo STv = STw. Como
ST é injetiva, v =w.

Funcao e Matriz Inversa

Ext 4.11:(a) NucT = 0. T é sobrejetiva: de
fato, dado h defina f(z) = h(z/2—-1) e T(f)(z) =
h((2x +2)/2 — 1) = h(z). Assim, InT =
F(R;R).

(b) ((ToS)())(x) = (T
2)=f(2x+2)/2—-1) =
plica que (T o S)(f) = f,
ToS=1

De forma analoga, mostra-se que SoT = 1.
Assim, T-1 = 6.

). Vz,Vf. Isto im-
o que implica que,

(5
f(z
vf,

1 -1 1
Ext4.12:(a) 3 | -1 1 1
1 1 -1
-1 1 0 1 1 -1 0 1
0 01 0 0 01 0
®l ooo0 1 ©@lo 00 1
1 00 -1 0 1 0 -1
0 0 1
Ext 4.13:T=|0 1 1|,
1 1 1
0 -1 1
T-1= -1 10
1 00
Algebra de Matrizes e TLs
01 0 1
Ext4.14.(a)A[_1 O}(b)B{O 0}
10 L [1 o0
() C = { 0 0 ] (projegdo). (d) D = [ 0 —1 ]
(reflexdo).
Ext 4.15: (a) P, (a, b) (a,0) e P,(a,b) = (0,b).

Assim P,Py(a,b) = P2(0,6) = (0,0)
(b) Dy2Dyze = Dyzgzr que em po|in6mios
de grau 4 resultarad no polinémio zero.

())(x) = (S(f)) 2+
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Ext 4.16:(a) sim; (b) sim; (c) sim.

(d) Defina A;; a matriz que todas entradas
sdo zero menos a;; = 1.

Para matriz 2x2: Base de triangular superior:
Aq1, A12, Ago. Base de diagonal: Aqq, Aso. Base
de simétrica: A1, A1 + Ag1, Ago.

Para matriz 3x3: Base de triangular superior:
A11,A12, Alg, AQQ,AQg, A33. Base de diagonal:
AU,AQQ,Agg. Base de simétrica: A1, Ao +
Aoy, A1z + Azy, Aga, Agz + Aso, Ass.

(e) As anicas matrizes simultaneamente tri-
angulares superiores e inferiores sdo as diagonais.

. 100
Ext 4.17:(a) Defina 411 = [ 00 0 ]
[0 1 0] 0 0 1
A”‘_o 0 0_'A13_[0 0 0]'
[0 0 0] 0 00
A”*_l 0 0_'A22[0 1 0]'
[0 0 0]
A23__0 0 1]
Entio {AU, Aqg, A13A91, AQQ,AQS} é base pois
[ iz s } = a11411 + a12A12+
az1 a22 a23

+a13A13 + a1 A1 + ageAge + azzAas.

A dimens3o é 6.

(b) Defina Aj; = (ai;) uma matriz com zeros
em todas as entradas menos ay; = 1 (veja item
(a)). O conjunto {A;; 1<k <m; 1<1<n}
é base de M,,,«,, € a dimensdo é mn.

Ext 4.18:(a) Nuc(7T) = {0}. (b) Im(T) =
M xn. (c) e (d) T é bijetiva (injetiva e sobreje-
tiva).

2 -2
Ext 4.19: [ 9 4 ]

Ext 4.20:(b) £k = 3; (c) kK = n+1; (d) Basta
fazer a conta (I — N)(I+ N+ N2+ N3 +... +
N1 =T+ N+ N2+ N3+.. .+ Nk _N(T+
N+N24N34.. .+ NF) = [+ N+ N2+ N34.. +
Nt _N—-N?2-N3—...- N"— Nk =T—N*.
Como N¥* =0, (I-N)(I+N+N24+N3+4.. .+
Nk=1) = 1. (e) Como MN = NM, (M + N)*
pode ser calcular por binémio de Taylor. Para k
grande o suficiente todos os termos serdo iguais
a zero. (f) Como N¥ =0 e N*¥~1 £ 0, existe w
tal que N*~'w # 0. Defina v = N*~lw. Assim
Nv = Nfw = 0.
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Matriz em Blocos
I N
Ext 4.21: AP = | Av, Av, | =
I 1
) ) ) 7
= | MVL - AV | = | v o0 vy | 2.
{ { { 1 1
Coordenadas
Ext 422 41—10 01,—1)+
4
2
(d) [w]. = —5
5

Ext 4.23: [ 5{2 }

Ext 4.24:

— NN

Ext 4.25: Temos que resolver o sistema (0,5,1) =
a(1,1,1) +b(—1,1,0) + ¢(1,0,—1). Resolvendo
obtemos que (a,b,c) = (2,3,1).

2
Logo, [v]z = | 3
1

3
Ext 4.26:(a) [ql,, = | 1 |5 (b) (o], = | —1
1 1
4
Ext 4.27:[f]; = g pois f = 4¢o + 3p1 +
2
5¢2 + 2¢3.

Mudanca de Base

Ext 4.28: Para ambos itens, a matriz identidade.

11 1
Ext 4.20:[I], 5= [0 1 0
1 1 -1
1 11
Ext 4.30:(a) A= 0 2 1] e
-1 3 1
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3 47
B=|2 5 8
1 6 9
(b) [I]aes = A", [I]ﬁes =B
[I}aeﬁ = AilB: [I]ﬂ%a — BilA.

Ext 4.31: A base (8 sdo as colunas da matriz
e s = Uloalllacp

1 -1 0
1 1 -1
1 1 1

B=1{(-1,3,3),(1,-1,-1),(~1,0,2)}.
-1 4]
1 -2

6 2
11 4

] sea[

Como [I] =

e

] obtemos que

Ext 4.32: 1], , = [

Ext 4.33:(a) [I].._, = {

(b) Mpee = [1le
(c) Basta verificar que

2 -1
[ -11/2 3 ] Hea =1
1 0 1
Ext4.34:(a) [{].,s=| 0 1 —1 |cujain-
0 — 0

1 1 1
versaé [l]g, . =10 0 —11|;

0 -1 -1
[ 1 4
(b) [Vl = 0]:(C) (wl. = {1];
-1 —2
1 1 0
(d) [T];,=]0 1 1]
0 0 1
Ext 4.35:(a) A resposta ndo é nica. Por exem-

plo, u = 1 e v = 1
0 -3

maltiplo do outro, portanto sio dois vetores LI

em R2. (c) [

} (b) Um n3o &

1 0
Ext 4.36: 1], 5= [ 1 1/2 }
1 11
M, s=|1 -1 0|
0 01

01 00
(MWM—[égMQM&: 882?
0 001
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[0 0 2
(d) [D?5, =10 0 0]
|0 00
(-1 0 0
(e) [D?]4, = 0 —4 0].
. 0 0 -9
(1 2 2
(f) [D?g, = | 0 1 4]
001
Ext 4.38: (a) Sep 1, T(p)(x) =plxz+1)=1e

1
1] = {0 ],sepx, T(p) =plz+1)=z+1
0
1
elr+1]. = {1],sepw2,T(p)(x)p(x+
0
D=(@x+1)2=2?+2r+1e[2®+22+1]. =

=N
S O =

|: ] Logo [T, = !

(b) Se p = 1, S(p)(x)

0
{ ; ] se p =z, S(p)(z) = zp(z) =
0

11
1 2.
0 1

zp(z) =zl ==

]. LOgO, {S]BZF,BI -

10
Ext 4.39.[1 1]

A.4.4 Desafios

Des 4.1:(a) Se Nuc(T') D Im(T), entdo T'v €
Im7T C NucT Vv. Logo T'v € NucT e portanto
T(Tv) =0=T?v Vv. Logo T? = 0.

SeT?=0ewecImT, w=Tv para algum
v, Tw =T?*v = 0. Logo w € NucT.

(b) Sev € NucT*, T*v = 0. Logo T(T*v) =
0 =T""v. Logo v € Nuc Tk+1,

(c)Sew € ImTF!, w = TFrly = TF(Tv).
Logo w € Im T,

(d) Por (¢) ImnT D> ImT? Como as di-
mensSes sdo iguais, Im7T = Im7T2. Pelo Teo-
rema[4.12|da p[102](TNI)e (b), Nuc 7' = Nuc T2.
SeveNuTNImT, Tv=0ev =Tw. As-
sim se v # 0 teremos que w € NucT? mas
w & NucT. Absurdo pois NucT = NucT?.

Des 4.3:(b) note que traco de AB é igual ao
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traco de BA. logo, traco de AB — BA é zero e
traco de I é n.

Des 4.4: Use o Teorema do Nucleo-Imagem duas
vezes.

Des 4.5: Para provar que é diagonal tome B uma
matriz com todas colunas iguais a zero exceto a
i-ésima, colocando e; nesta coluna. Para provar
que todos elementos da diagonal sdo iguais con-
sidere B igual a uma permutacdo de 2 colunas da
matriz identidade.

Des 4.6: Seja P a matriz cujas colunas s3o a base
(. Entdo AP = PA para toda P inversivel. Veja
0 exercicio anterior.

Des 4.7: BA%2 = (BA)A = I, logo A & invertivel
e A=l = BA.

Des 4.8: Observe que J2 =nd,. Assim,
(I-2) (I - Jn) = I+n{cl( n—1)+J,=1.

Des 4.9: A+B = M é inversivel se, e somente se,
(multiplique tudo por A=1) I+ BA~! & invertivel.

Des 4.10:(a) Note que T'(I) = IB — BI =
B — B =0, independentemente de B. Logo, I €
Nuc(T). (b) 12 parte (se): suponha que B possui
inversa. Seja A € Nuc(S). Entdo S(A) = BA =
0. Multiplicando-se por B~! dos dois lados, A =
B~'BA = B7'0 = 0. Logo Nuc(S) = {0}. 22
parte (somente se): suponha que B n3o possui
inversa. Logo existe 0 # v € R" tal que Bv = 0.
Seja A = [v---v]. Entdo S(A) = BA=0c¢e
0 # A € Nuc(S).
Des 4.11: (a) Defina 171,75 : R? — R por:
T\ (z,y) = = e Ta(x,y) = y. Verifique que sdo
Lls. Dada T qualquer defina a = T'(e;),b =
T(ez). Entdo T(x,y) = 2T(e1) + yT(e2) =
aT(z,y) + bT5(z,y). Logo T' = aTy + bT5. A
dimens3o deste espaco é 2.

(b) Defina T11,T12,T21,T22
Tii(z,y) = (z, 0), Tiz2(z,y) = (0, z),
Toi(z,y) = (y, 0), Tra(z,y) = (0, y). Verifique
que sdo Lls. Dada T qualquer defina (a,b) =
T(e1),(c,d) =T(ez). Entdo
T(z,y) = T (e1) +yT(e2) = a(a, ) +y(c,d) =
a(z,0) 4+ b(0,z) + c(y,0) +d(0,y) =
aTi1(x,y) +bTe(x,y) + T (z,y) +dT(z,y).
Logo T' = aT11 +bT19+cTo1 +dTss. A dimensdo
deste espaco é 4.
Des 4.12:(a) Como dim £(R?;R?) = 4, o con-
junto {I,T,T% T3, T*}, que possui 5 elementos,
& LD. Portanto existe uma combinac3o linear n3o-
trivial deles que vale 0.

: R? = R por:
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(b) Generalizando o argumento anterior, como
dim £(R™; R") = n?, o conjunto
{I, T,TQ,...,T" }, que possui n? + 1 elemen-
tos, € LD. Portanto existe uma combinac3o linear
ndo-trivial deles que vale 0.

Des 4.14:Sejam {uj,ug,...,u,} base de U e
{v1,va,...,V;,} base de V. Pelo Lema da
p[94] para definir Tj; € L(U; V') basta definir va-
lores nos elementos da base de U. Assim defini-
v;;  para i =k;

0; caso contrario
T(ug) € Ve{vi,va,...,vip} é base de V, exis-

Zak]v] Agora
j=1

defina S € L(U;V) por S = Zaw

Zaz,j 1 uk Za’kjv] = T uk)

para todo k: Como S eT sao lineares e assu-
mem mesmo valor nos elementos da base, S = T.
Logo {Ti;; ¢ =1,...,n, 5 =1,...,m} gera o
espaco L(U; V). Pode-se provar que Tj; é LI no
espaco das TLs. Como sdo nm Ti’js, a dimens3o
é nm.

mos T (uy) = Como

tem ay; € R tais que T'(uy,)

. Agora,

Des 4.15: Veja Wikipedia em SVD_decomposition.

A.5 Produto Interno

A.5.1 Exercicios de Fixacao

Fix 5.1:(a) 2; (b) 1; (c) v23. (d) (1/2,1/2,1/2,1/2)

u(—1/2,-1/2,-1/2,-1/2).
Fix 5.2:(a) Falso, pois os vetores podem ndo

ser unitarios; (b) verdadeiro, basta dividir pela
norma; (c) verdadeiro; (d) verdadeiro; (e) falso,

[AV]E= ALVl

Fix 5.3:(a) y = 0; (b) y = —x; (c) plano xz;
(d) eixo .

Fix 5.4: (a) Nuc(AT). (b) >. (c) Pwv.

Fix 5.5: (E).

Fix 5.6:d(Az,b) < d(Ax,b) para todo x.

Fix 5.7:(a) Py. (b) Py. (c) Py. (d) Py. (e)
I. (f) Rg. (g) 0.

Fix 5.8:(a) P(z,y,2) = (0, y, 0);

(b) P(x,y,z) = (:1:‘, Y, 0);

(C) P(J:7y7 Z) = (l’, -Y, Z);

102.0ut.2012 23h
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Fix 5.9: (A)

Fix 5.10: (a) H*; (b) H;

Fix 5.11:(a) T=0; (b) T =1I; (¢) T = —1.

A.5.2 Problemas
Prob 5.1:(a) N3o. (b) Sim.

4 -3
Prob 5.2: { 3]{1] =310
-3 2

Prob 5.3:(a) (2, 3); (b) (1, —1, 1); (c) S+ =
span {(5, 1, —8)} (d) Definindo-se
00 O
-2 1 2
A= 21 2/,
1 0 =3
-1 2 =5

temos Im(A) = H e portanto H+ = (Im(A))* =
Nuc(AT). Uma base para este espaco é

0 0
1 9
o1, o
0 -3

0 1

OO OO

Prob 5.4:(a) P(x,y,z,w) =
= (r—2)/2(1, 0, =1, 0) = (zx — 2, 0, z —
z, 0)/2. (b) Como R =2P — I, R(z,y,z,w) =
(—z,—y, —x, —w).
Prob 5.5: (a) Veja Observacio [5.8/da p[150}
4/5 —2/5
[ —2/5  1/5 ]
(b) Calcule a projecdo P na reta (veja Ob-
servacio da p[150) e depois a reflexac R =
_ 4/5 —3/5
9P — I [ 35 4
(©) Tlw,y2) = (@ + 2)/2.9 (z + 2)/2).
Como o plano é gerado por (1,0,1) e (0,1,0), a
dire¢do (1,0, —1) & perpendicular ao plano.

Soll: A projecdo na direcdo (1,0,—1) é (veja
Observacio [5.8|da pl150)
S(z,y,2) = ((x = 2)/2,0,(z — x)/2). Como

queremos projetar na direcdo ortogonal, T =1 —
S, obtendo resposta.

Sol2: Assim 7°(1,0,1) =
(0,1,0). Também T'(1,0,—1) = 0. Como sabe-
mos 1" em trés vetores Lls, podemos calcular T

(1,0,1)eT(0,1,0) =
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Prob 5.6: Como (0, 1,0) é perpendiculara (1,0, 1),
o eixo de rotacdo, basta calcular o dngulo entre
(0,1,0) e (—1/v/2,0,—1/+/2). Como o produto
escalar é igual a zero, a rotacdo é de 90°.

Prob 5.7:a = 0,960 e b = 0, 100.

Prob 5.8: y = 19/20x + 67/40.

4
3
Prob 5.9: Pyv = 5| Rpyv = (2Pg —
—2
1
5
Iv = 3
)
Prob 5.10
2 1 —1
20 -1 7 O N
3| -3 3 o] | -2
1 -1 3

Prob 5.11: (a)
5 -1
3l ae] 1,
(S

A.5.3 Extras

Ext 5.1:(a) (z,y, z,w) € H* se

r—3y+z+2w=0

20 —y+22=0

—4x—3y—4z+4w =0
tema): {(2,4,0,5),(—1,0,1,0)}. (b) Uma solu-
cdo é resolver o sistema e depois determinar o
complemento ortogonal. Mais direto & observar
que (z,y,2) € H se é perpendiculara (1,—1,—1)
e(2,—1,1). Assim base:{(1,—1,-1),(2,—-1,1)}.
(c) oplano 2x—y+3z =

H,
m
e
N—_——
—
o
N
Tt N

. Base (resolva sis-

. 4/5 2/5 | 00]
Ext 5.2:(a) [2/5 1/5]’ (b) [0 1], (0)
3/5 4/5 ] 1 -4 3 o
[4/5 —3/5} (d) 5[ 3 4} (e) projegdo
éé[i}},arotagéoé\f[}_i]’com_
00
pondo obtemos\g[1 1]_
1 001
110000
2100 00
1 001

0. Base: {(1,2,0),(0,3,1)}.



A.5. PRODUTO INTERNO

(g) O plano perpendicular ao eixo de rotacdo
éx+y+2z=0. Tomamos uma base ortonor-

mal deste plano: {%(1, 0, —1),%(1, -2, 1)}

Completamos esta base com 1/v/3(1, 1, 1) para
obter base ortonormal de R®. Definimos 8 =

{{%(17 07 _1>7 %(17 _27 1)7 %(17 17 1)}
Nesta base a rotacdo sera:
V2/2 —V/2/2 0
Tl = | V22 Va2 0
0 0 1

A matriz [I]_, 5 & igual as colocar os veto-
res de 5 em colunas. A inversa desta matriz é
[T] 5, ., que pode ser obtida transpondo a matriz
anterior pois ela é ortogonal. Com isto podemos
calcular [T]6 = [I]. 4[T]5pll] 5, Deixe so-
mente indicado.

Ext 5.3:Seuc Hev e H', entio (u|v) =0.
Sewc HNH' entsiowec Hew € H', de

forma que (w|w) = ||w]||? = 0.
] |1 0 1|11
Ext5.4.(a)R—[0 _1].(b)P—2[1 1

Ext 5.6: (a) (—3,5); (b) (3,5); (c) span {(3,5)};
(d) O;

Ext 5.7:Se w = ) a;v;, fazendo produto in-

terno com v; obtemos que (w |v; ) = 0 = a;||v4]|?.

Assim a; = 0 para todo i e portanto w = 0.

Ext 5.8: Prove por induco pois vi + -+ Vv,_1
é ortogonal a v,,.

Ext 5.9:(a) y = {52 + 75.
(b)

2L il
10 e o )
17
10
13
10

10

© | 19

10
Ext 5.10: Vamos determinar m do sistema:

8 = 4
16m = 9
24m = 13
32m = 17
40m = 20
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Projetando no subespaco linear obtemos:

((4,9,13,17,20)|(8,16,24,32,40) )
((8,16,24,32,40)|(8,16,24,32,40) ) (8,16,24,32,40)

1832
= 3520 (8,16,24,32,40)
e m ~ 0.52.
5/2
Ext 5.11:[v]g = | —3/2
2

Ext 5.12:(a) 1/4; (b) 1/6; (c) V/3/3.

A.5.4 Desafios

Des 5.1:(a) Se P é projecdo ortogonal em H,
seja {vi,...,vg} base de H e {vpi1 ...,Vvn}
base de H+. Complete argumento. (b) Sejam
H = Nuc(P —I) e W = NucP. Prove que
H = Im P (De fato w € Nuc(P — I) implica
que Pw = w. Logo w € Im P. Por outro lado,
sew € ImP, w = Pv. Logo, Pw = P?v =
Pv = w. Logo (P—I)w = 0. Assim w €
H.) Pelo Teorema[4.12]da p[102](TNI) dim H +
dim W = n. Tome bases de H e W e complete
o argumento. (c) Deixamos com o leitor.

Des 5.2:Se v =) a;u;, v € H~ se, e somente
se, (temos que resolver um sistema linear — a
primeira equacio é as +2a3+q4+as = 0, obtida
calculando (v |a;)) — e obter que
(a1,a2,as3,a4,a5) = (s,—2t,t,0,0) para s,t €
R. Assim H' = span {tij, —21s + U3}

Des 5.3: (a) simetria segue que traco(A) = traco(AT)

e portanto traco(AT B) = traco(BT A). Lineari-
dade segue de traco(A + B) = tracoA + tracoB.
traco(AT A) > 0 segue por (b). (c) subespaco da
matrizes com todos elementos da diagonal nulos.
(d) subespaco das matrizes triangulares inferiores
estritas (todos elementos da diagonal nulos).

Des 5.5:(a) Tomandou =v =0ew =z e
usando linearidade, ¢(0,z) = ¢(0,z) + ¢(0,z).
Assim 0 = ¢(0,z). (b) Usando simetria temos
que (b) g(u,v+w) = g(v+ w,u). Pela lineari-
dade, € igual a g(v,u) + g(w,u). Agora aplique
simetria em cada termos. (c) Siga a dica e use li-
nearidade: dado u € R”, u =3 a;e;. (d) Segue
da simetria de g.

Des 5.6:(a) Se v = (d,e) é a diregdo de pro-

jecdo, pela Observacio 5.8 da p[150} Popaniv) =

d d> de
[d c]=

e

VVT

CAgoravvl =
V- 78

de é?
Assim a = d?/||v||?, ¢ = €2/||v||?> e b = de/||v]|?.
(b) Pela Observacdo ?? da p.?? R=2P —1, P
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a matriz de (a) e I a identidade. Faga as contas!

Des 5.7:Seja v € H. Se w € H™, entdo
(w|u) =0 para todo u € H. Logo (w|v) =0
para todo w € H*. Logo v € (H+)*.

Por outro lado seja v € (H+)+. Complete o
argumento.

Des 5.11:(a) Seja vi o eixo de rotacdo e vy e
vs base ortogonal do complemento ortogonal de
span{vi}. Assim Rv; = v; e R vai agir em
span {va, v3} como uma rotacdo. Assim defina
P como sendo uma matriz com v; nas colunas.
(b) Faca as contas com a matriz P~!RP.

Des 5.12: Basta pensar que v; = e; (vetores da

base candnica) e ver Exemplo da p[96]

A.6 Determinantes

A.6.1 Exercicios de Fixacdo

Fix 6.1:(a) V: (b) F, pode ser uma miltipla da
outra; (c) F, det(B) = —det(A). (d) F, pode
ser negativo (< 0).

Fix 6.2:(a) —2; (b) —1/2; (c) —32.

Fix 6.3:(a) pode ser = (se A = B = 0) ou #
(se A= B =1I); (b) =; (c)—30.

Fix 6.4:(a) 0; (b) 4!.

Fix 6.5:(a) 14; (b) 21; (c) —7; (d) 56. (e) 42
(4rea de A(Q)), 6/7 (4rea de A=1(Q): note que
fazendou = Aw, {w; Aw € Q} = {A"'u; u e
Q}). (f) Como det # 0, vetores sdo Lls. Assim
a=b=c=0eportantoa+b+c=0.

Fix 6.6:(a) uma dnica solu¢do; (b) uma dnica
solu¢do; (c) nenhuma ou infinitas solucdes; (d)

infinitas solucdes;

Fix 6.7:(a) maltiplo de; (b) pertence ao plano
gerado por v e w; (c) LDs; (d) LDs.

Fix 6.8:(a) # 0; (b) =0; (c) # 0.
Fix 6.9:(a) #0; (b) =0; (c) 4; (d) < 4.

Fix 6.10: v & solugdo ndo-trivial de (A — AI)x =
0. Logo, det(A — AI) =0.

Fix 6.11:(a) 2; (b) 2; (c) A1 = A2 = 0.

OVersio 03.out.2012 09h

APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

A.6.2 Problemas

Prob 6.1:(a) —16; (b) 12.
Prob 6.2:det(4) — (—4) =
Logo, det(A) = 9.

Prob 6.3: (a) —1 e 6; (b) usando matriz em blo-
cos, 1,2,3.

Prob 6.4: 4.

Prob 6.5: (a) triangular inferior em blocos: (9 —
8)(14 — 1) = 13; (b) troque linhas e obtenha
triangular superior em blocos: (2)(3)(6—1) = 30.
(c) (9—8)(—1) =—1.

Prob 6.6:62.

Prob 6.7: —1.

Prob 6.8: (a) Troque [y com l4 e [y com 3. Agora
a matriz resultante é diagonal e o determinante é
0 mesmo pois foram duas trocas. Assim o deter-
minante é o produto dos elementos da diagonal
da nova matriz: abed.

(b) Troque as linhas até obter matriz triangu-
lar superior. A primeira linha tera a,, ..., a al-
tima linha a;. Como troca de linha altera somente

n
det M| = [T lail.
=1

det(B) = —36.

o sinal do determinante,

Prob 6.9:(a) Calcule AA~! e verifique que o
resultado é I. (b) O fator 1/(ad — bc) sai do
determinante como 1/(ad — bc)? pois A & 2 x 2,
obtendo o resultado correto: det(A~!) = (ad —
be)/(ad — be)? = ad — be.

Prob 6.10: (a) Mostrar que 2 ndo é suficiente é
facil. Para mostrar que é 3 coloque-os na mesma
linha ou coluna. (b) n.

Prob 6.11: Subtraia a primeira linha das outras e
reduza a determinante 2x2. Considere v = (z,y)
O determinante é zero se, e somente se, os vetores
V] — U € V9 — v SAo colineares.

A.6.3 Extras

Ext 6.1: (a) —3-27; (b) —3-3"; (c) (—3)°/3™;
Ext 6.2:(a) ndo possui; (b) nada podemos afir-
mar.

Ext 6.3:Ndo. Para preservar area, basta que
detT = 1. Considere T'(x,y) = (x/2,2y). Em-
bora detT = 1, comprimentos na direcdo x sio
reduzidos a metade, na direcio y duplicados.

Ext 6.4: Calculando o médulo do determinante
da matriz que em cada coluna tem os vetores
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(—1,2,2), (2,—1,2) e (2,2,
volume é 27.

—1) obtemos que o

1 0 1
Ext 6.5:7T = 2 1 3 |. Como C & um
-1 0 1

cubo de aresta 3, vol(C) = 3% = 27. Logo,
vol(T'(C)) = det(T")vol(C) = (2)(27) = b4.

Ext 6.6: T'(x,y, z) = (azx,by,cz) e

B = {(z,y,2) € R% 22 + 4% + 22 < 1}. Logo
vol(E) = vol(T'(B)) = det(T")vol(B)
= (abc)(4/3m).

Ext 6.7:(a) 84. (b) —14.

Ext 6.8:(a) 2 e 5;

Ext 6.9:Se x = det(A), entdo 22 = m; raizes
sdo O ou 1.

Ext 6.10: Calculando o determinante dos dois la-
dos concluimos que A é invertivel. Multiplicando
os dois lados por A~! concluimos que B = A~ L.
Dai segue o resultado.

Ext 6.11:Se x = det(A), entdo ¢ = 1: raiz 1
se k par, 1 e —1 se k impar.

Ext 6.12:(a) Como n = 3, det(—I) = —1 e
det(A2?) = det(—I) = —1 = det(A)2. Logo
det(A) = +4, o que é impossivel para uma matriz
com entradas reais. (b) basta fazer a conta.

Ext 6.13:(a) Se z = det(S5), entdo x = (—1)"x;

se n €& impar obtemos x = —x, o que implica
x=0.(b) S= [ _Ob 8],comb7é0, det S =
b2 #£0.

Ext 6.14:Se x = det(N), entdo z* = 0; raiz 0.
Logo det(N) = 0, o que implica que N n3o é
invertivel.

Ext 6.15:Se © = det(Q), entdo 22 = 1; raizes
sdo 1 ou —1.

Ext 6.17:A =D =1, B = 01 , C =
0 0
00 : L
1 0o Como 1la linha de M é igual a 4a

linha, det M = 0 £ det Adet D —det Bdet C' =
(1(1) = (0)(0) = 1.

Ext 6.18: Troque as linhas de cima com a de-
baixo. O determinante € o mesmo a menos de
sinal. Como todas sdo do mesmo tamanho, o si-
nal final é o mesmo. A matriz agora sera bloco

triangular da forma
igual a det(A).

Ext 6.19: Como det(AB) = det(A)det(B)
det(B) det(A) = det(BA).

, com determinante
X I ]
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Ext 6.20:det(A) = det(P)det(D)det(P~!) =
det(D) pois det(P)det(P~1) = det(PP~!) =
det(I) = 1. Como D é diagonal, det(D)

n! (produto dos elementos da diagonal). Como
det(AF) = (det(A))* = (n!)F.

Ext 6.21:(a) de forma geral ndo; (b) sim; (c)
sim.

Ext 6.22:Sim, pois se

det(AB) = det(A) det(B) # 0, entdo det(A) #
0, o que implica que A é invertivel.

Ext 6.23: (—1)+D),

Ext 6.24: Semelhante ao Problema[6.11]da p[189]
O determinante & zero se, e somente se, os vetores
v1 — U, U3 — U e v3 — v sdo coplanares.

Ext 6.25: (a) Subtraia linhas e reduza a determi-
nante 2 X 2;

Ext 6.26:(a) \"; (b) A" det(A).

A.6.4 Desafios

Des 6.2: (a) Se é LD, entdo existe a;, Y a; fi(z)
0 Va € R. Derivando k vezes obtemos
> a;fi(k)(x) = 0. Definindo
vi(z) = (fi(x), fi(@), ... £ (@), Y apvi(z)
0 Vz € R. Assim {vi(z),...,v,(x)} é LD para
todo x. Assim det = 0 para todo =x.

(b) contrapositiva de (a). (c) faca as contas.
(d) N3o s&o Lls pois uma n3o é maltipla da outra.
Se é LD, wrosnkiano é zero. Isto NAO implica que
wronskiano igual a zero implica em LD.

Des 6.3: Note que estamos substituindo linha por
sua soma com miltiplo de outra, que ndo al-

1 u
t determinante. Obt )
era eterminante €maos I: 0 B — VuT :|

Como é bloco-triangular superior obtemos o re-
sultado.

Des 6.5: Escalone a matriz e fatore os termos
(b—a), (c—b) a cada etapa.

Des 6.6: Troque a Gltima linha com a 1a e esca-
lone matriz.

Des 6.7: Aplicando a algoritmo de calculo com
eliminacdo de Gauss, somente racionais entrardo
em cada etapa, inclusive na final, no produto de
elementos da diagonal.

Des 6.8: Cada coluna é um vetor cujo maximo da
norma é Vk? + - + k? = ky/n. O méximo vo-

lume é o produto do comprimento de cada aresta.

Des 6.9:(a) Note que
(a,c,0,...,0) = (a,0,...,0) + (0,¢,0,...,0).
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Vamos usar linearidade do determinante na pri-

meira coluna. Assim det 4,11 = det [%’AL] +

0 b 0 0
det | ¢ a b 0 Usando estrutura de
‘ Anfl

blocos obtemos o resultado.

Des 6.11:Se posto(A) = k, entdo A possui k
colunas Lls. Seja B a submatriz com estas colu-
nas. Pelo Lema[4.15|da p[104] B possui k linhas
Lls. Seja C esta submatriz (que é submatriz de
A). Como C é quadrada com linhas (e colunas)
Lls, det C' # 0. Este & o maior inteiro pois de
forma geral se C' é uma submatriz de A, entdo
posto(C) < posto(A) (sendo teriamos mais ve-
tores LIs numa submatriz). Deixamos para o leitor
provar a volta.

Des 6.12:S30 6 matrizes. Sejam e; e e base
candnica e ejs = e; + ey. Se la coluna é eg: 2a
coluna é e; ou eqy. Se la coluna é es: 2a coluna
é e; ou e1y. Se la coluna é eq9: 2a coluna é e;
ou es.

A.7 Autovetores e Diago-
nalizacao

A.7.1 Exercicios de Fixacao

Autovalores e Autovetores

Fix 7.1: (a

(a) sim; (b) n&o; (c) ndo; (d) sim;
Fix 7.2: (

)
a) Nao; (b) Sim, autovalor 0 (zero).

Fix 7.3: (a) Falso pois para ser autovalor o auto-
vetor tem que ser ndo-nulo; (b) Falso pois auto-
vetor tem que ser ndo-nulo. (c) Falso, rotacdes
em R2. (d) Verdadeiro, autovalor 0. (e) Verda-
deiro, pois como 0 n3o & autovalor a matriz A é
invertivel.

Fix 7.4:9.

Fix 7.5: (a) 2; (b) 3. (c) ndo §;
Fix 7.6: (a) = 0; (b) =0; (c) > 0;
Fix 7.7:&.

Fix 7.8:(a) R, P; (b) R; (c) P; (d) U.
Fix 7.9:(a) 3; (b) 0; (c) 1.
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Diagonalizacao

Fix 7.10:(a) 0; (b) todos os vetores ndo-nulos.

(c) &

Fix 7.11:(a) verdadeiro. (b) falso, pode ser dia-
gonalizavel; Um exemplo com somente um auto-
valor é a matriz identidade, cujo Gnico autovalor
é 1 e é diagonalizavel. (c) verdadeiro: soma da
dimens3o dos autoespacos é 4 < 6.

Fix 7.12:ndo é pois dimens3o da soma dos au-
toespacos é 1 < 3.

Fix 7.13:(a) —1, 1, 2; (b) pode ser diagonalizada;
distintos.

Fix 7.14: (a) N3o, A é necessariamente diagonali-
zavel pois a soma das dimensdes dos autoespacos
é 4. (b) T n3o é diagonalizavel pois a soma das
dimensdes dos autoespacos é 4 que é menor que
5.

Fix 7.15:Os autovalores sdo as entradas de D,
ou seja, 1 e 2.

Uma base para o autoespaco associado ao

autovalor 1 é obtida tomando-se as colunas de

-1

M associadas ao autovalor 1: 2

0

mesma forma, uma base para o autoespaco as-

sociado ao autovalor 2 & obtida tomando-se as
colunas de M associadas ao autovalor 2:

. Da

1 2
11,10
1 1

A.7.2 Problemas

Autovalores e Autovetores

—1 / —1
Prob 7.1.{[ 3 ]} € uma base. [ 3 }
1
-3

distintos.

10
} e [ ~30 ] por exemplo, sdao autovetores

Prob 7.2:(a) autovalor —5 com autoespaco
((—1,1)) e autovalor 9 com autoespago ((1,1)).
(b) autovalor —1 com autoespaco ((1,0,0)), au-
tovalor 1 com autoespaco ((1,0,1),(0,1,—1)).
(c) autovalor 1 com autoespaco ((1,0,0,—1)) e
autovalor 0 com autoespaco ((0,1,0,0)).
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Prob 7.3:
[0 -2 6 —1]0
[A 51‘0}: 0 -2 h 010
- 0 00 40
(0 0 0 —4/0
[0 1 -3 0]0
~ |00 h-6 0]0
(00 0 1]0
01 =3 0]0
(seh=6) "~ |4 ¢ 010}
[0 1.0 00
(se h#6) ~ 00100].
(000 1[0

Autoespaco bidimensional < duas variaveis

livres < h =6.
Prob 7.4:(a) Como T'(1,-2) = —1/2(1,-2) =

(—1/2,1) e T(0,1) = 2(0, 1) = (0,2).
Como (1,0) = (1,-2) + 2(0,1), T(1,0) =
(~1/2,5). Portanto, [T], = [ _1/§ g ] Logo

T(z,y) = (—x/2,5x + 2y)

(b) T(1,—1,1) = 3(1,—1,1), T(1,0,1) =
3(1,0,1) e T(0,1,1) = 0. Desenvolvendo estes
dados obtemos que T'(z,y,2) = 3x,3z + 3y —
3z,31).

Prob 7.5: (a) como o nicleo é uma reta, 0 é au-
tovalor também, resultando em trés autovalores
distintos, o que é impossivel em dimens3o 2;

(b) pelo teorema do nicleo-imagem T deve
ser injetiva também, implicando que 0 n3o pode
ser autovalor;

(c) como (5,7,9) = (1, ,3)
T(5,7,9) = T(1,2,3) + T(4,5,6) =

= (1, 2 ,3) +2(4,5,6) = (9, 12 15) £ 3(5,7,9) -

(4,5,6),

Prob 7.6:(a) 0 e 1; dim Nuc(7') =1,
dimNuc(T + I) =0, dimNuc(T — 1) = 2.

(b) 1 e —1. dimNuc(T") = 0, dim Nuc(T" +
IN=1,dimNuc(T - I) =
Prob 7.7:(a) (2,4,2); (b) 1 pois a imagem tem
pelo menos dimensdo 2, igual a dimens&o do au-
toespaco.

Prob 7.8: O eixo serda um autovetor associado ao
autovalor 1: (—1,1,—1).

Prob 7.9: Reflexdo em torno do plano z+y = 0.
Solucdo: Achando os autovalores e autovetores,
obtemos equacdo caracteristica (1—\)?(1+\) =
0. Para o autovalor 1 obtemos o autoespaco
x +y = 0 (de dimensdo 2); para autovalor —1
obtemos como autoespaco a solucio do sistema
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{ —y=0//2=0, cujo espaco & gerado por
(1,1,0). Note que esta direcdo é perpendicular
ao plano do autoespaco do autovalor 1.

Os vetores do plano = + y = 0 ndo s3o al-
terados pela transformacdo (plano de reflexdo) e
os da direcdo (1,1,0) sdo multiplicados por —1.
Logo TL é reflexdo em torno do plano z +y = 0.

Prob 7.10: Nos dois casos A = —

Diagonalizacao

1—X 0
Prob 7.11:(a) ' 6 —1-2
(A= (~1))(A—1).
O autoespaco associado ao autovalor —1 é o
conjunto-solucdo de

[A-(-DI]0 ] =

e[}

O autoespaco associado ao autovalor 1 é o
conjunto-solucdo de

‘:)\2_1:

(1 0o]

2 010
6 00

fa-1io]=lg |0 ]~13 -0
e { (1]}

[}, 1]
Ll

(b) Autovalores: 0 e 1, com polinémio ca-
racteristico A\(1 — A\)2. Associado ao autovalor 0

. z=0

o sistema , com autoespaco gerado
y+z=0

por (0,1, —1); associado ao autovalor 1 o sistema

{ :;:8 com autoespaco gerado por (0,0,1).
Portanto NAO existe base de autovetores (soma
das dimensdes dos autoespacos € 2 e ndo 3) e ndo
é diagonalizavel;

(c) Autovalores: 2 e 4, com polinémio carac-
teristico (4—\)(2—\)2. Associado ao autovalor 2
z—y=0

z=0
por (1,1,0); associado ao autovalor 4 o sistema

=0
y=0
Portanto NAO existe base de autovetores (soma

das dimensdes dos autoespacos é 2 e ndo 3) e ndo
é diagonalizavel;

0 sistema , com autoespaco gerado

com autoespaco gerado por (0,0,1).
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(d) Autovalores: 1 e —1, com polinémio ca-
racteristico (1 — A)3(1 + \). Associado ao auto-
valor 1 o sistema { y —2z =0, com autoespaco
gerado por (1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1); as-

x=0
sociado ao autovalor —1 osistema{ y+2=0

z=0
com autoespaco gerado por (0,1,—1,0). Por-

tanto existe base de autovetores (soma das di-
mensdes dos autoespacos é 4) e é diagonalizavel.
Tome 8 = {(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)
1
1
:(0,1,-1,0)} e [T =
-1
Prob 7.12: Associado ao autovalor 0, (1,—1,0),
associado ao autovalor 1 o espaco gerado por
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(c) Diagonalize A e calcule

320
B=PVyDP'. | 2 4 2
025
(d) Autovetores de A: (1,1,1), (0,1,1),
1 11
(0,—5,1). Defina X =0 1 1}
0 —5 1
1 0 0
D¥Y=10 -2 0|, AY =XyXx!
0 0 4%

Prob 7.16: (a) autovalor 1/2 com autovetor (—1,1)
e autovalor 1 com autovetor (1,3/2). Definindo

4 - [0.7 0.2],D: [1/2 1}“3:

0.3 0.8
[ 1 3/2 ] calculamos P™" = ¢ [ 9

1,1,0) e (0,0,1 P 1 8 11 Logo, A=PDE "
e .(d) P= - ou
1 0e 001 @ 01 0 (b) Como [;11100 ] = Al0 [ }g ] calcula-
01 1 1 1 0 mos
P=01 -1|.0)Q=|1 -1 0 Aw:p[l/?m }P—lz
10 1 0 0 1 1
Prob 7.13: (a) Da equacdo obtemos que (1, —2,—1) 1 2051 2046
é ortogonal ao plano de projecdo. Resolvendo ~ 5.910 [ 3069 3074 }
a equacdo obtemos (1,1,—1) e (1,0,1). Como

é projecdo cada uma destas direcdes € um au-
tovetor e forma base do R3. Defina P como
sendo uma matriz com cada autovetor numa co-

luna e D com autovalores 0 e 1. (b) A base
de H' foi calculada no Exemplo da p[142
(1,-2,1,0), (2,-3,0,1). Assim
1 1 2 1 2
1 2 3 -2 -3
b= 0 b= 34 1 0
0 45 0 1

Logo T = PDP~L.

Prob 7.14: Calculamos resolvendo o sistema x +
y—z=0x+2z =0quew = (1,-2,—-1).
Como s3o autovetores Lls, 5 = {(1,1,—1)//3,
(17 0, 1)/\/57 (17 —2, _1)/\@}

Aplicacdes

Prob 7.15: (a) Autovalor 1 com autovetor (1,1),
autovalor 2 com autovetor (0,1). Assim tomando

— 10 -1 _ 1 0 10 _
S
10 ], 1 0
P[o 210]]3 _[—1023 1024]'

CENIF

Logo 719 = 4097/10240 ~ 40%.

(c) Como limy_ oo A = P 0 } Pl =

1

04 04
[ 0.6 0.6
blicanos € my monarquistas, serdo 0.4(rg + mg)
republicanos e 0.6(rp +mo) monarquistas, isto &,
40% republicanos e 60% monarquistas indepen-

]. Logo, se inicialmente sdo rg repu-

- dente do valor de 79 e my.

A.7.3 Extras

Autovalores e Autovetores

Ext 7.1: (a) talvez; (b) sim.
Ext 7.2:(a) 2 +14; (b) 0,(0,0,1),
~1,(1,1,1).

Note que em (c) e (d) ndo precisa calcular
explicitamente as TLs.

(c) o vetor (3, —2, 1) é perpendicular ao plano
de reflexdo. Logo é autovetor associado ao auto-
valor —1. Por outro lado, podemos obter base do
plano (1,0,—3) e (0,1,2), que sdo autovetores
associados ao autovalor 1. (d) Como é projecio
ortogonal em reta, toda direcdo perpendicular ao
vetor (1,—1,0) é levado em zero. Portanto os

1,(1,0,0) e
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vetores (z,vy, z) satisfazendo z — y = 0 s&o leva-
dos no zero. Assim (z,z,2), (1,1,0) e (0,0,1)
sdo levados em zero. Assim autovalor 0; auto-
vetores (1,1,0),(0,0,1) e autovalor 1, autovetor
(1,—1,0).

(d) autovalor 3 com autoespaco ((1,0,0)),
autovalor 2 com autoespaco ((0,—2,1)), e auto-
valor 1 com autoespacgo ((0, — )> fy)rx=0

(h
e autova

L,
com com (1,0). (g) A =2, ()1 ,0). I) auto-
2,=L1). (i

1
0
valor 0 na direcdo (1,2,—1,1 or 1 no
hiperplano perpendicular a (1, ) auto-
valor 1 na direcdo (1,1,—1).

Ext 7.3:(a) Monte a matriz A = { CCL 2] e
faca as contas. (b) e (c): Escreva A = (a;5) e
faca as contas.
Ext 7.4: Como p(\) = det( — M), det(A —
0I) = det(A) = p(0) =
1
Ext 7.5:(a) T = [ 0 —1 ]
(b) P ],D [ },T:PDPl
1 -1 1 2 0 0
(gP=1|1 00|, D=|02 0
0 10 0 0 -1
T =PDP".
Ext 7.6: (a) Como
(1,-1,1,0) = —(0,1,—-1,1) 4+ (1,0,0,1), per-

tence ao nicleo também; n3o pode estar associ-
ado ao autovalor —3;

(b) como (1,0,1) pertence ao plano x — y +
z2=0,7(1,0,1) = —(1,0,1) # (0,1,0).

Ext 7.7:(a) 0 e 1. dimNuc(T') =1,
dim Nuc(T'+ I) =0, dimNuc(T' — I) = 1.

(b) 1 e —1. dimNuc(T') = 0, dim Nuc(T +
I) =2, dimNuc(T — I) =
Ext 7.8: Calcule autovalores e autoespacos asso-
ciados. Plano de projecdo/reflexdo é autoespaco
associado a 1. Projecdo tem autovalor 0 e refle-
xdo —1. Rotacdo ter par de autovalores comple-
X0S n3o-reais.

(a) E rotacdo. Eixo: (1,—1,1) com angulo
120°. Solucdo: Para determinar eixo precisamos
calcular a direcdo associada ao autovalor 1. Va-

—y=z
—z=y .
T =z
obtemos (1,—1,1) como direcdo do eixo. Para
determinar o plano de rotacio resolvemos o sis-
tema { r—y+2z=0, que é gerado por u
(1,0,-1) e v (0,1,1). Calculando Tu

mos obter o sistema Resolvendo
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(0,1,1) e Tv = (—1,—1,0). Determinamos o
angulo fazendo o produto interno:

cos = (u|Tu) /(Jull|Tul) = ~1/2 cos ¢ =
(v|Tv) /(|[v|[[|Tv]|)) = —1/2. Logo o angulo
0 = ¢ = 120°. Segue que T' & rotacdo. (b) é
projecdo ortogonal. (c) é projecio ortogonal. (d)
é reflexdo. (e) E rotacdo. Calculando autovetor
associado ao 1 determinamos o eixo (1,0,—1).
Com isto determinamos o plano de rotacdo, que
é perpendicular a este eixo: sdo os (z,y,2) tais
que z — z = 0. O plano é ((1,0,1),(0,1,0)).
Aplicando matriz num destes vetores (por exem-
plo em (1,0,1)) calculamos o angulo, que é 90°.

Ext 7.9: Autovetor v com autovalor: (a) A%

(b) 1/X; De fato, seja v # 0 autovetor as-
sociado ao autovalor A. Entdo Av = Av. Como
A & invertivel, podemos multiplicar a esquerda
por A~! ambos os lados da equacdo, produzindo
A"Av =v = A" "\v = A4~ v. Como A # 0
(pois a matriz é invertivel), podemos dividir tudo

por X\ e obter A™lv = A1y,

() uA;
(d) ap + bX;
Ext 7.10: (a) det(PBP~1) =
= det(B) det(P) det(P~!) = det(B);
(b) A3 = PB(P~'P)B(P~'P)BP~! =
= PB(I)B(I)BP~! = PBBBP~!. (c) o po-
linbmio caracteristico &€ o0 mesmo pois
det(B — A\I) = det(PAP~! — \I) =
= det(PAP - APP~ 1) = det(P(A-XI)P~1) =
= det(P) det(A — AI)det(P~!) = det(A — ).

(d) w = P~!v. (e) segue do fato de possuirem o
mesmo polinémio caracteristico.

Ext 7.11:(b) T'(au + bv) aTu + bT'v
al,u 4 bA,v= A, (au + bvA,/A\y)

Ext 7.12: Como Av = \v, A°v = \v = \v.
Assim A% = \. Logo Autovalores reais A somente
podem ser 1, —1 e 0.

Ext 7.13: (a) Seguindo a sugestdo, “ >7_, a;; =
s, i=1,2,...,n" equivale a
ail a1n 1 s 1
= =5 :
anl Qnn, 1 S 1

Portanto s é autovalor.
(b) 0 autovalor pois a matriz & singular. 6 é
autovalor pelo item anterior.

Ext 7.14:(a) 1. (b) —1. (c) —9
Ext 7.15:1 com autoespaco gerado por z e 2+
1.
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Diagonalizacao
Ext 7.16: A3 = PD3pP~! = .
5 7 28 0 5 71
2 3 0 1 2 3
|5 7 256 0 3 -7
12 3 0 1 -2 5
| 3826 —8925
| 1530 —3569
(I
Ext 7.17:(a) P = | v; vy, | (b) matriz
L 4l

1
diagonal
n

Ext 7.18:(a) autovalores complexos dados por
(3 —X)?2 +4 = 0, portanto n3o existe base de
autovetores e,portanto, n3o é diagonalizavel,

(b) N3o é diagonalizavel.

1 21
(c) Defina P=| 3 3 1 |. Entdo
4 3 1
-1 4 -2 300
-3 4 0 P[O 2 0 |P!
-3 1 3 0 0 1
-1 21
(d) Defina P=| —1 —1 0 |. Entdo
1 01
2 2 -1 50 0
1 3 -1 |=P|010]|P!
-1 -2 2 00 1
1 -1

2 0
Ext7.19.X—{1 1]eY—[O_3}

Outra opg¢do é (A n3o é anica) tomar

1 -1 -3 0
X_[l 1}ey_[ ’ 2]
1 1 1
Ext 7.20: Defina P= | —1 01
0 -1 1
5 5 5 00 O
Entdo, | 5 5 5 |=P| 0 0 0 | P!
5 5 5 0 0 15
Ext 7.21:(a) Autovalores sdo 1 (duplo) e 2. A
condicdo é a = 0.
Ext 7.22:(a) [ 8 I ] onde x € R.

(b) [(1) T],ondeO#lGR.

Ext 7.23:(a) Autovalor 1 com autovetor (1,2)
e autovalor 1/10 com autovetor (1,—1). De-
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fina P = { ; _1 ] Calculando obtemos que
_ /3 1/3 -
1 _
P = [ 2/3 —1/3 ] Calculando o limite,

D matriz com autovalores na diagonal, D" —
10
ool
1 1
42 3]

Calculando P [ 0 0 ] P!
(b) Calculando autovalores e autovetores:

—2 1 1 1
D= -1 ,P=10 0 1|,
1 1 05
0 -5 1
Pl=1|1 4 —1
0 1 0
2100
Resposta: P 1 p-1
1
2 0 1 00
Ext7.24:(a)T:[0 2].(b)P: 010
0 1 1
1
eD = -3 , T =PDP™!,
0
Ext 7.25:(a) Se A= PDP~!, entdo
A= (\P)D(1/AP~1)=QDQ .

A.7.4 Desafios
Autovalores e Autovetores

Des 7.1: (Aulv) = A(ulv) = (u|ATv) =
= p(ulv) Como A # p, (u|v) =0.

Des 7.2: Autovalores sio a + b e a — c.
Des 7.3:0 e traco de A.

Des 7.4:Se T & uma matriz com v; em cada
coluna, det(T" — AI) = det[vy — Aey|-|vy —
Aep]. Expandindo por linearidade vamos obter
soma de termos com nenhum X\, AL, A2, ..., \".
O termo sem lambda tem det 7. O com A" tera

det I = 1 Deixamos para o leitor completar.

Des 7.5: (b) Fatore o polindmio caracteristico em
(A —A)--- (A — A) e coloque A = 0.

Des 7.6:Seja a > 0 autovalor. (T2 — a%I) =
(T —al)(T +al). Por hipétese det(T? —a’l) =
0. Assim ou det(T'—al) = 0 ou det(T'+al) = 0.
Entdo a ou —a é autovalor.

Des 7.7: ABv = Av com v # 0. Multiplicando
por B dos dois lados: BA(Bv) = A(Bv). Como
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Bv # 0 (caso contrario ABv = 0), & autovetor
de BA.

Des 7.8: Sejam v, ..., vy base do autoespaco de
dimensdo 4 associado ao autovalor 1. Complete
a base e defina P como sendo uma matriz com
as 4 primeiras colunas vq,..., vy, as outras com
o resto da base. Agora calcule AP e complete
argumento.

Des 7.9: 1 com autoespaco gerado por:
10 0 0 01
[0 0}[0 1}6[1 o]'
Des 7.10:

Se tivesse, T'f = Af, derivando os dois lados,
M'=fe portanto f seria uma exponencial mas
como (T'f)(0 fo s)ds =0, f=0.

Diagonalizacao

Des 7.11:(a) autovalor 1/2(1 4+ v/5) com au-
tovetor 1/2(1 4 +/5,1) autovalor 1/2(1 — /5)
com autovetor 1/2(1 — +/5,1). Definindo A =

1 1] 5 1 1++5

10 2 1-5
[ 1+vV5 1-+5
= , calculamos
2 1 1
sl 1 V-1
> -1 Vb+1

(b) como 1/2(1 — v/5) ~ —0.61,

klim (1/2(1—=+/5))* = 0. Assim, de forma aproxi-
—00

[(1—1—\/5)50 0]

e P =

pl=

mada, D°Y = 2% . Definindo

¢ =1+ /5, colocando ¢°° em evidéncia, e efe-
tuando obtemos

1 4 [1
A50|:1:|:PD50P 1|:1:|%
Voo [ ¢ 1—+/5 1 1 vV5—-1
10250 | g 1 0 -1 o

Efetuando obtemos,

g0 [ 1] L VB8P [ov5 ] _¢™ T ¢
1071020 | 5| 251 | 1"
Logo, 52 ~ (¢/2)°! ~ (1.61)°L.

(6/2)".

Des 7.12:(a) O dnico autovalor possivel é 0 se-
ndo N*v = Mv #£ 0. (b) Portanto D = 0 e
teriamos que ter, se fosse diagonalizavel, N =
PDP~!=0.

Des 7.13:Existe P invertivel e D diagonal tal
que A= PDP 1

(c) do item anterior, xj 41 ~

} . Logo, A= PDP~ L.

-(sen®,
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(a) Como DT = D, AT = (P~HTDPT.
Verifique que se @ = PT, Q! = P~1)T. Assim

AT = Q7'DQ e portanto é diagonalizavel.
(b) se autovalores sio 1 ou —1, D~! = D.

Logo A~' = PDP~ ' = A,

Des 7.14:(a) Se T' = \o! ela ja é diagonal com
anico autovalor A\g. Se T é diagonalizavel com
anico autovalor \g, T = PDP~!, D = )\I.
Logo, T = P(A\oI)P~! = \gPIP~! = \oI.

(b) Se T' é diagonalizavel com 2 autovalo-

[ Aol

res distintos entdo D = Assim

wr |
T = PDP'. Logo (T — NI)(T — \I) =
P(D —XoI)(D—XI)P~L. Veja que D — \gI =

0
. Complete as contas e mostre

(A1 — o)l
que o resultado é zero.

Des 7.15:Escreva A = [ } e faca contas.

b

Des 7.16: (b) [ 36 _QT ge _66 ] [ ]

1 e 1
1 1 e |.(d) peloitem (a) e4 = PeP P71,
1 11

Como e® possui inversa (todos elementos da di-

agonal sdo ndo-nulos), e” possui inversa. (e) Se
A & simétrica pelo Teorema da p[205] A =
PDPT, com P ortogonal. Assim eAd = pel pT
e (eMT = P(eP)TP!. Como e é diagonal, &
simétrica e com todos valores positivos. Logo e
é simétrica e positivo definida.

Des 7.17: As colunas de A sdo ortonormais pois
A é ortogonal. Se (a,b) tem norma 1, entdo
a’® + b = 1. Logo existe 0 (porque?) tal que
(a,b) = (cosf,sen ). Assim se a primeira coluna
é (cosf,senf), como a segunda coluna é perpen-
dicular com norma 1, deve ser (—sen @, cosf) ou
—cosf). Se o determinante é 1, a segunda
coluna é (—sen 6, cosf). Assim é uma rotacdo no
plano. Se determinante é —1 obtemos uma refle-
x30.



242 APENDICE A. RESPOSTAS DOS EXERCICIOS



Apéndice B
Tutorial do Maxima

O Software Maxima permite resolver, de forma literal ou numérica, problemas de Algebra
Linear, Calculo, Fisica, etc. Apresentamos aqui um tutorial do Maxima para problemas da
Algebra Linear. Muitas funcdes para Algebra Linear estdo no menu na opcdo Algebra. Outras
op¢des do menu sdo Calculus, que permite calcular limites, derivadas e integrais de forma
simbdlica, e Plot, que permite plotar grafico de funcdes.

O Maxima é um software livre e pode ser obtido na Internet de graca. Existem versdes
para Windows, Linux e MAC OS (chama-se WxMaxima).

Apés digitar o comando deve-se pressionar control-enter. Para comecar nova linha pres-
sionar enter. Todos comandos terminam com ponto e virgula. Reinicializamos (apagamos
todas as definicdes de funcdes e varidveis) o Maxima com:
kill(all);

B.1 Entrando com Matriz e Vetor

Pode-se entrar com uma matriz através do Menu: Algebra — Enter Matrix. Ainda
no menu Algebra pode-se: inverter matriz, calcular polindmio caracteristico, determinante,
autovalores e autovetores.

Definimos um vetor com (transposta da matriz linha):
v:transpose([1,2,3]);

Note que utilizamos a sintaxe nome:definigio; para definir a constante nome como
definig&o. Define-se uma matriz, entrando linha por linha, com:

M: matrix([1,2,3], [2,2,4],[1,2,3]);
M: matrix([2,6,3,1,4], [2,6,3,-2,10], [-4,-12,-7,0,-10],[6,18,11,0,14]) ;

Pode-se entrar a matriz coluna por coluna calculando a transposta:

M: transpose(matrix([1,2,3,5], [2,2,4,4]1));

Pode-se definir uma matriz diagonal com elementos d; na diagonal com diag_matrix:
diag_matrix(d_1, d_2,...,d_n);

A Matriz identidade pode ser criada com ident:
ident (10);

B.2 Funcoes

Definimos uma funcio de 2 variaveis e apresentamos exemplos de invocacdo da funcio:

OVersdo 16.out.2012
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f(x,y):=x+y~2; £(3,2); f£f(a,5);

Pode-se definir um funcdo de zero variaveis. No exemplo abaixo a fun¢do retorna um
nimero aleatério cada vez que for invocada.
f():=random(4.0); fQO; £0O;£f0;

B.3 Resolvendo Sistemas Lineares

Pode-se resolver um sistema com linsolve, que resolve sistema qualquer, ou com
linsolve_by_1lu, que resolve sistema com matriz quadrada e solugdo Gnica.
Sistemas sdo resolvidos com linsolve([equagdes], [variaveis]);:
linsolve ([x-3*y+5*w=4, z+2*w=0, a=-2], [x,y,z,w,al);
linsolve ([x=1+s+t, y=-1+s+2*t],[s,t]);
linsolve ([x=2-s+t,y=1+s-2*t], [t,s]);.
Entramos a matriz M e o lado direito b com:
M: matrix( [1,2,3], [2,1,4], [2,1,2]); b: transpose([3,3,5]);,
Agora resolvemos o sistema com soluco Gnica com:
linsolve_by_lu(M,b);
Usando a mesma sintaxe de 1linsolve, pode-se obter os coeficientes da matriz e da matriz
aumentada:
coefmatrix ([x-3*y+bxw=4, z+2xw=0, a=-2], [x,y,z,w,al);
augcoefmatrix ([x-3*y+6%w=4, z+2*w=0, a=-2], [x,y,z,w,al);

B.4 Escalonando Matriz Automaticamente

Calculamos a forma escalonada com echelon:
M: matrix( [1,2,1,-1]1, [2,1,0,2], [3,3,1,1], [4,5,2,0]);. echelon(M);
Pode-se colocar na forma triangular superior (pivos podem ser # 1) com triangularize:
triangularize (M) ;

B.5 Escalonando Matriz Manualmente

A fun¢do rowop(M,1i,j,k) opera com linhas de M: linhai < linhai—k xlinha j. Vamos
ilustrar com um exemplo. Entrando Matriz:
M:matrix([-1,3,1],[-4,3,2],[2,-2,-1]);
Qual a sequéncia de operacdes para se escalonar a matriz M7
M1:rowop(M,2,1,4); M2:rowop(Mi1,3,1,-2); M3:rowop(M2,3,2,-4/9);
Caso seja necessario pode-se trocar linhas com:
rowswap(M, 1, j);

B.6 Espaco linha e coluna, Nicleo e Posto de Matriz

Calculamos o espaco gerado pelas colunas (columnspace), base do nicleo (nullspace)
e posto de M (rank) com:
M: matrix( [1,2,1,-1]1, [2,1,0,2], [3,3,1,11, [4,5,2,01);.
columnspace(M); nullspace(M); rank(M);
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B.7 Produto Escalar, Matriz-Vetor e Matriz-Matriz

Calcula-se o produto Escalar (u|v) com dotproduct, o produto matriz-vetor Mv e o
produto matriz-matriz AB com “ponto™:
dotproduct(u, v); ou transpose(u).v; M.v; A.B;

B.8 Matriz Inversa, Determinante e Traco

Calcula-se a matriz inversa com invert.
M: matrix( [1,-2], [1,1]); invert(M);.
Calculamos o determinante (determinant) e traco (mat_trace) com:
determinant(M);. mat_trace (M);
Outro Exemplo:
N: matrix([4,11,-7,-1,-3]1,[-2,2,1,0,3],[2,7,0,0,0]0,[0,3,0,0,0],[3,-1,6,0,51);
determinant (N) ;

B.9 Complemento Ortogonal

Calculamos o complemento ortogonal de span {u, v} com orthogonal_complement:
u:transpose([1,2,3]); v:transpose([2,1,3]); orthogonal_complement(u,v);

B.10 Minimos Quadrados

Calculamos a solucdo de Ax = b no sentido de minimos quadrados com linsolve_by_lu:
A:matrix([1,4],[2,11,[3,-2]); b:transpose([2,0,0]); At:transpose(A);
sol:linsolve_by_lu(At.A,At.b)[1];

QOutro Exemplo: Determinando os coeficientes a, b, ¢ da equacdo y = ax + by + ¢ do
plano mais préximo no sentido dos minimos quadrados que aproximam pontos x, vy, z. Vamos
gerar pontos préximos do plano z =3z 4+ y + 4 (note que usamos random para criar pontos
ligeiramente fora do plano z) e calcular a, b, c.

z(x,y) :=3*x+y+4+random(1.0) ;
A:matrix([1,1,1],[10,20,1],[2,1,1],[2,2,1]);

b:transpose([z(1,1), z(10,20),z(2,1),z(2,2)]1); At:transpose(A);
sol:linsolve_by_lu(At.A, At.b)[1]; erro:(A.sol-b);

a:sol[1]; b:sol[2]; «c¢:s0l1l[3];

B.11 Projecao e Reflexao

T

Dado vetor v a matriz de projecdo na direcio v é P = % Sev=(1,2,3):
v:transpose([1,2,3]); o
P:v.transpose(v)/transpose(v).v;

Projetando b na direcdo v:
b:transpose([2,0,0]); P.b;

Para calcular a projecdo de b no espaco gerado por (1,2,3) e (4,1, —2) temos que resolver
um problema de minimos quadrados:

A:transpose(matrix([1,2,3]1,[4,1,-2])); At:transpose(A);
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b:transpose([2,0,0]);
sol:linsolve_by_lu(At.A,At.b); P:expand(A.sol[1]);
Obtemos matriz de projecdo projetando b = (z,v, 2):
b:transpose([x,y,z]);
sol:linsolve_by_lu(At.A,At.b); P:expand(A.sol[1]);
Para se calcular a reflexdo R = 2P — I, calcule projecdo P pelo item anterior e calcule:
R:expand (2*P-[x,y,z]);

B.12 Aproximando Func3ao por Polinbmio

Vamos resolver o Exemplo da p29} aproximar cos(z) nos pontos © = —2,—-1,0,1,2, 3.
Assim devemos resolver o sistema (esta no exemplo):

[ -8 4 -2 1 cos(—2)
-1 1 -1 1 a cos(—1)
00 01 b | | cos(0)
11 11 c| | cos(l)
8 4 21 d cos(2)
| 279 3 1| | cos(3) |

Sdo 6 equacdes e 4 variaveis. Vamos resolver o problema de minimos quadrados (veja Apén-
dice da p245):
A:matrix([-8,4,-2,11,[-1,1,-1,1]1,[0,0,0,10,[1,1,1,1],[8,4,2,11,[27,9,3,1]1);
b:transpose([cos(-2),cos(-1),cos(0),cos(1),cos(2),cos(3)]1);
At:transpose(4);

sol:linsolve_by_lu(At.A,At.float(b)) [1];

Assim os coeficientes do polinémio p(z) = ax® + bx? + cx + d que melhor aproxima
cos(x) sdo: a ~ 0.0524, b ~ —0.3164, ¢ ~ —0.1648, d ~ 0.8915. Note o uso de float
para transformar em namero real (ao invés de solucdo exata). Definindo o polinémio p(x) que
aproxima a funcdo e plotando o grafico do cos(x), da aproximacdo p(z) e do erro p(x) —cos(z).
aa:sol[1][1]; bb:sol[2][1]; cc:s0l[3]1[1]; dd:sol[4][1];
p(x):= aa*x~3 + bb*x~2 + cc*x + dd;
wxplot2d ([p(x),cos(x),p(x)-cos(x)], [x,-2,3])

Vamos aproximar novamente cos(x) no intervalo [—2, 3] mas agora como proje¢do orto-
gonal de cos no espaco dos polinémios de grau maximo 3 com relacdo ao produto interno

3
(flg) = / f(s)g(s)ds. Veja o Exemplo [5.19|da pJ152
—2

Queremos determinar p(z) = az®+bx?+ cx +d mais préximo possivel do cos na norma in-
duzida por este produto interno. Pela teoria devemos ter (p — cos|f) = Opara f = 1,2, 2%, 23
de modo que o vetor p — cos pertenca ao complemento ortogonal (no sentido deste produto
interno) do espaco gerado por 1, z, 2%, 3 (espaco dos polindmios de grau maximo 3). Vamos
a(x3|1) +b{x?|1) +c{x|1)+d{1|]1) = (cosz|1)
a(z®|z) +b(z?|z) +clx|r) +d(l|z) = (cosz|z)
a(z®|2?) + b (x?|2?) + c(z|z?) + d (1 |2?) = (cos z |z*)
a(z®|x3) +b(x?|2®) + c(z|23) + d (1 |2x®) = (cosz |2?)

obter o sistema (porque?):

Precisamos calcular os produtos internos:
a00:integrate(1*1, x, -2, 3); a0l:integrate(1*x, x, -2, 3);
a02:integrate(1*x~2, x, -2, 3); a03:integrate(1*x~3, x, -2, 3);
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all:integrate(x*x, x, -2, 3); al2:integrate (x*x~2, x, -2, 3);
al3:integrate(x*x~3, x, -2, 3); a22:integrate(x~2*x~2, x, -2, 3);
a23:integrate(x~2*x~3, x, -2, 3); a33:integrate(x~3*x"3, x, -2, 3);

O lado direito:
b0:integrate(cos(x)*1, x, -2, 3); Dbl:integrate(cos(x)*x, x, -2, 3);
b2:integrate(cos(x)*x~2, x, -2, 3); b3:integrate(cos(x)*x"3, x, -2, 3);

Agora montamos a matriz, resolvemos o sistema, definimos o polinémio ¢(z) que aproxima
o cos(x) e plotamos o grafico do cos(z), da aproximacdo ¢(z) e do erro g(x) — cos(x).
M:matrix([a03,a02,a01,a00],[al3,a12,a11,a01],[a23,a22,a12,a02],[a33,a23,a13,a03]);
b:transpose([b0,bl1,b2,b3]); sol:linsolve_by_lu(M,float(b))[1];
a2:s01[1]1[1]; b2:s01[2]1[1]1; c2:s01[31[1]; d2:s0l[4]1[1];
q(x):= a2*x~3 + b2*x"2 + c2*x + d2;
wxplot2d ([q(x),cos(x), q(x)-cos(x)], [x,-2,31);

Obtemos a =~ 0.0558, b ~ —0.3575, ¢ &~ —0.1329, d ~ 0.9295.

Comparando uma aproximacdo com outra, note que o erro de ¢ é menor do que p de
forma geral, exceto nos extremos:
wxplot2d ([(p(x)-cos(x))~2,(q(x)-cos(x))~2], [x,-2,3]);

B.13 Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Calcule a ortogonalizagdo das linhas de M com gramschmidt:
load(eigen) ;gramschmidt (M) ;

B.14 Autovalores e Autovetores

Calculamos os autovalores e autovetores com eigenvalues e eigenvectors.
M: matrix( [1,-1], [-1,1]); eigenvalues(M)[1]; eigenvectors(M)[2];
Pode-se ver autovalores e multiplicidades com:
eigenvalues (M) ;
Calculamos o polinémio caracteristico (em x) com:
expand (charpoly(M,x)) ;

B.15 Diagonalizacao

Calculamos a decomposicdo espectral de uma matriz 3 x 3 da seguinte forma. Calcule
autovalores e autovetores:
M: matrix([1,2,3], [2,2,4],[1,2,3]);
avect:eigenvectors(M) [2]; aval:eigenvalues(M)[1];

Defina P, a base de autovetores, e D a matriz diagonal com os autovalores:
P:transpose(matrix(avect[1][1],avect[2][1],avect[3]1[1]));
D:diag_matrix (avall1][1],aval[1][2],avall1]([3]);

Verifique se a decomposicdo esta correta:
expand(P.D.invert(P));
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B.16 Criando Exercicios e Exemplos

Nesta secdo mostramos como criar exemplos e exercicios de forma automatica com o Maxima:

Queremos gerar matrizes com nameros inteiros em cada entrada. Dizemos que a matriz é

inteira. Note que usamos a funcdo random que permite criar de forma aleatéria as matrizes.
Referéncia para esta secdo: Frank Uhlig. Transform Linear Algebra. Pearson (2001).

B.16.1 Matrizes Para Escalonar Manualmente

Como determinar uma matriz B que possa ser escalonada por inteiros para matriz R? Uma
solucdo é, dada uma matriz escada R com entradas inteiras, escolha A com entradas aleatérias
e defina B = AR. Se A for invertivel, B sera escalonada para R; se A ndo for invertivel, entio
B sera escalonada para um subconjunto de linhas de R. Uma opcdo é colocar A triangular
inferior com +1 na diagonal.

rowl:[1, 5, 0, 3, 0]; row2:[0, O, 1, 2, 0]; row3:[0, O, O, O, 11;
R:matrix(rowl,row2,row3);

f [i, jl := random(10); A:gemmatrix (f, 3, 3); B: A.R;

B.16.2 Sistemas Com Solucado Inteira

Como obter sistemas com solucdo inteira? Defina B como na subsecdo anterior. Agora defina
v um vetor com entradas inteiras e defina b = Bv.
r():= random(5)-2; v:[r(, rOO, rOl; b:B.v;

B.16.3 Determinante € um Inteiro

Crie matrizes triangular superior U e triangular inferior L com pequenos inteiros na diagonal.
Tome M = LU.

Gera um namero de —2 a 2 (inteiro):
r():= random(5)-2;

Gerando matrizes diagonal superior e inferior e defina M = LU:
U:matrix([r(),rO,rO]1,[0,rO,r0]1,[0,0,rO1);
L:matrix([1,0,0],[r(),1,0]1,[rO),r(),11);

M:L.U; determinant(M);

B.16.4 Matriz e Inversa sao Inteiras

Defina matrizes U e L triangular superior e inferior, respectivamente, com todos elementos
da diagonal iguais a 1 ou —1. Depois defina M = UL. Assim o determinante de M sera +1
e a inversa de M sera inteira.

Criando U e L. Note que randomizamos os elementos abaixo (ou acima) da diagonal de
U e L e os elementos da diagonal através das fun¢des (sem argumentos) u(), que gera %1,
e da funcdo r(), que gera um ndmero inteiro entre —2 a 2:
u() :=random(2)*2-1; r():= random(5)-2;
U:matrix([uQ,r(O),rO1,[0,u(,rO]1,[0,0,u)]);
L:matrix([1,0,0],[r(),1,01,[r(),r(O,1]1);
M:U.L; N:invert(M);

Verificamos a resposta e I com M.N;.
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B.16.5 Matrizes com autovalores e autovetores inteiros

Defina uma matriz P onde cada coluna é um autovetor. O ideal é que P possui inversa com
inteiros. Veja Subsec3o anterior para gerar P e P! inteiras Depois defina D uma matriz
com autovalores na diagonal e defina M = PDP~!
P: transpose(matrix([1,0,0], [2,5,-2]1,[-1,-2,1]1)); D:diag_matrix (2,1,2);
M:expand(P.D.invert(P));

Para criar uma que n3o é diagonalizavel coloque D com bloco de Jordan:
D: matrix([1,1,0], [0,1,0],[0,0,2]);

Verifique se esta certo checando autovetores e autovalores:
eigenvalues(M) [1]; eigenvectors(M)[2];



250 APENDICE B. TUTORIAL DO MAXIMA



Referencias Bibliograficas

[1] Anton, Howard; Rorres, Chris; Algebra Linear com Aplicaces; Bookman; 2001.
[2] Axler, Sheldon; Linear Algebra Done Right,; Springer; 1997.

[3] Boldrini, Costa, Figueiredo e Wetzler; Algebra Linear; Harbra; 1986.

[4] Diversos autores; Listas e Provas Antigas do DMA — IM — UFRJ; 1990-2006.
[5] Halmos, Paul; Finite-Dimensional Vector Spaces; Springer Verlag; 1974.

[6] Hefferon, Jim; Linear Algebra; Acessado em Maio de 2008:
http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/

[7] Hoffman, Kenneth; Kunze, Ray; Linear Algebra; Prentice-Hall; 1971.

[8] Janich, Klaus; Linear Algebra; Springer Verlag; 2007.

[9] Lay, David C.; Linear Algebra and Its Applications; Addison-Wesley; 1987.
[10] Leon, Steven J.; Linear Algebra With Applications; Prentice Hall; 2005.

[11] Santos, Reginaldo J.; Um Curso de Geometria Analitica e Algebra Linear; Imprensa
Universitaria da UFMG; 2007.

[12] Shilov, Georgi E.; Linear Algebra; Dover Publications; 1977.

[13] Strang, Gilbert; Introduction to Linear Algebra; Wellesley-Cambridge Press; 1993.

OVersio 0.2

251



Indice Remissivo

area corpos

com sinal, movimentos rigidos,
angulo entre vetores, (155 Cramer

. regra de,

abuso

de linguagem, 36} [93) decomposicio

de notagao, 31} [36] espectral,
algoritmo LU,

de eliminacdo de Gauss, polar,

do calculo do determinante, [176 QR,

matriz inversa, (114 SVD,

para diagonalizar matriz, 203] delicada, [B3]
autoespaco, [196] delta
autofuncao, [201 de Kroenecker,
autovalor, desigualdade triangular,
autovetor, [I95] determinado,

determinante
algoritmo, (176
calculo eficiente, [L76
caracterizacdo algébrica, [171]

base
canénica do R,
caracterizacao,
definicdo,

_ caracterizacdo geométrica,
bijetiva, [104 como area, [168|
Cauchy-Schwarz, como volume, [169
Chis, da transposta de matrizes, (174
coeficientes de Fourier, (160 de matriz, [172
combinaco linear de matriz 2 x 2,

em R, de matriz 3 x 3,
combustio, definicdo geral,
compativel, do produto de matrizes, [17§|
complemento ortogonal, formula de Leibniz, [174]
conjunto interpretacdo geométrica, 182

fechado, operacdes elementares, [175]

gerador, sinal,

ortogonal, diagonalizar, 203

ortonormal, dimens3o

solugdo, [48] definicdo, [17] [74}

vazio, finita,
consistente, infinita,
contradominio, distancia, [138
coordenadas, dominio,

252



INDICE REMISSIVO

elementos finitos,
eliminacdo de Gauss,
entradas,
equacgdo(des) cartesiana(s)
plano,
reta, 5 [12]
erro comum, [40] [111] [178] [180]
escalonada, [41]

espaco

das transformacdes lineares, (116

de funcdes,
de funcdes continuas,
de funcdes diferenciaveis,
de polindmios,
dimens3o infinita,
gerado,

por conjunto vazio,
imagem, (100

linha e coluna de uma matriz, [104

matrizes, [30]

ntcleo,

vetorial,
espectro, [195]

férmula
de Leibniz,
minimos quadrados, [144]
matriz de rotacio,
solucdo de sistema, [186
fechado,
Fibonacci, [215
fluxos,
forma
escalonada, [41]
escalonada reduzida,
linear, [135
quadratica, 208
totalmente escalonada, [42]
Fourier,
funcdo
bijetiva, [104]
composicdo, [107]
contradominio,
dominio,
imagem,
injetiva, [104]
inversa, [111]
invertivel,
linear,

propriedades da composicdo, (107

sobrejetiva, (104
funcional linear, 135

Gauss,

gerador,

grau
de indeterminac3o,
de liberdade,

hessiana, [205
hiperplano,

imagem, [69
impossivel,
incégnita,
incompativel,
inconsistente,
indeterminado,
injetiva, (104
integral
analogias, [169)
mudanca de variaveis, 167
intersecdo
de conjuntos, [BH10]
de subespacos, [70] [71]
invertivel,

jacobiano, [167]
kernel, 5]

Kroenecker

delta de,

lado direito,
LD,
lei dos cossenos, [154
lema
autovalores sdo Lls, [202

bijecdo entre matrizes e TLs,

caracterizacdo de base,

caracterizacdo de subespaco,
caracterizacdo dos conjuntos LD,
conjunto gerado é subespaco,

conjunto gerador e LI,
conjunto ortogonal é LI, (140
determinando uma TL,

253

determinante de matriz bloco-triangular,

179

determinante matriz triangular,

dimens3o do espaco linha e coluna, [104



254

do complemento ortogonal,

eliminando vetores redundantes,

escalonamento e espaco gerado,

espaco vetorial das matrizes, [115

espaco vetorial das TLs, [116

estendendo conjunto LI em base,

funcio vetor — coordenadas é bijecdo li-
near, [12]]

imagem é subespaco, [100]

injetividade e sobrejetividade de TL, 105

interpretacdo do produto matriz-vetor,

interpretacdes do produto matriz-matriz,

inversa da composta, [112]

linearidade do produto matriz-vetor,

matrizes da mesma TL,

mudanca de area de um quadrado,

niicleo é subespaco,

nicleo e inversa de matriz, [113

ortogonalidade,

produto matriz-matriz, [109)

propriedades da composicdo de funcdes,
[107]

propriedades da composicdo de TLs, [108]
117

propriedades da func3o inversa, [111

propriedades da inversa de TL,

propriedades das operacdes com matrizes,
115l

propriedades do complemento ortogonal,

propriedades do produto interno, [138]

relacdo entre produto de matrizes e com-
posicio de TLs, [124]

sistemas e matrizes equivalentes,

soma e produto de matrizes por blocos,

117

LI, [i6]

linearmente

dependente,
independente,

LU,

maltiplo,

minimos quadrados, [144)
matriz

ampliacdo,
ampliada,
anti-simétrica,

INDICE REMISSIVO

aumentada,
bloco-triangular,
blocos, [117
de coeficientes,
de Vandermonde,
decomposicdo espectral,
definicio,
diagonal,
diagonalizavel,
em blocos, 117
equivalente,
escalonada,
escalonada reduzida,
espaco, [30]
espaco linha e coluna, [104
exponencial,
hessiana, [205
identidade,
imagem, [69]
inversa,
invertivel,
kernel, [55)]
mudanca de base, [124]
nacleo, 55| [69]
negativo definida,
nilpotente, [131] [191]
operacdes,
ortogonal,
positivo definida,
poténcias, [206]
produto
escalar-matriz, [115
matriz-matriz, [109
matriz-vetor,
por blocos, [117
projecdo, O8] (148} 169

propriedades das operacdes, [115
propriedades do produto,
raiz quadrada,
reducio,
reflexdo, [95]
rotacdo, (96} [166]
semelhante, [125]
simétrica, [205)]
singular,
soma,

por blocos, [117

totalmente escalonada, [42]
transformacio linear associada,



INDICE REMISSIVO

transposta, [T04}
triangular,
tridiagonal,

Maxima, 75| [114] [142] [145] [150]

[159, [176]
moedas,
morfismo,
multiplicac3o

por escalar, 2
munido, 2} 66 [76]

n-upla,

niicleo, [55] [69] 09} [102]
negativo definida,
norma, [138]

normalizacdo, [139

nulidade,

operacdes elementares,
determinante, [175]

origem, 2|

ortogonal,

parabola,
pardmetros,
paralelo,
parametrizacdo

conjunto-solucdo de sistema linear,
plano, [10]
reta, [5] 6} 9 18
subespaco vetorial,
Pitagoras, 139
pivd,
placa
aquecida,
tectonica,
plano,
polindmio
caracteristico,
positivo definida,
possivel,

7, 243

posto, [100}
processamento de imagem,
produto

escalar,

escalar-matriz, [115
escalar-vetor,
interno,

interpretacdo geométrica,
matriz-matriz, [L09

matriz-vetor,
misto,
por escalar, 2]
vetorial,
projecdo
em base ortogonal,

obliqua, [165}
ortogonal, [05] [142] [144, [[48) [166)

QR,

redundante, [15]
reflexdo, [149]
regra
de Chis,
de Cramer, [167]
de Sarrus, (174
do paralelogramo,
do triangulo,
mao direita, [184]
reta, [5 [9 [18] 31]
R",
rotacdo, [96} [166]

série de Fourier, 153

Sarrus
regra de,

simétrica,

sistema
com infinitas solucdo, [32] 49
com solucdo Gnica, 32} [55)
compativel,
conjunto-solucdo, [48]
consistente, [32]
determinado,
em R,
em R? [32]
em R3,
equivalente,
existéncia e unicidade,
formula de solucdo, [186
homogéneo,
impossivel,
incompativel,
inconsistente, [32]
indeterminado,
interpretacdo algébrica,
interpretacdo geométrica,
lado direito,
matriz,




256 INDICE REMISSIVO

possivel, Gram-Schmidt,
regra de Cramer, [186] inversa e o nicleo, [112]
sem solucdo, [32] minimos quadrados,
solucdo geral, [B5] modificacdo de &rea por TL,
solucdo particular, projecdo ortogonal em base ortogonal,
solucdo trivial, relacdo entre matriz e TL,
sistemas solucdo geral de sistema,
resolver simultanemante, [113 TL,
sobrejetiva, [104] TNI,
solucdo traco, [165] 212]
existéncia e unicidade, [45] transformacdo linear
geral, composicio, [108]
minimos quadrados, [144] defini¢do,
particular, diagonalizavel,
sistema, [47] 65 espaco, [116]
trivial, imagem, [100
soma injetiva,
R"™ inversa, [112
de subespacos, kernel,
direta de subespacos, matriz associada, [94}
vetores, nacleo,
Sturm-Liouville, nulidade,
subespaco operacdes, [116]
associados a uma matriz, posto, [I00]
caracterizacdo, produto por escalar,
definicdo, propriedades, [108]
intersec3o, [70} [71] propriedades da inversa, [112]
soma, [70}, [76] rotacdo, [96]
soma direta, soma, [116]
trivial, transposta,
SVD,
Sylvester, [[34] valores singulares, [135]
Vandermonde, [61]
teorema variavel
algoritmo para calcular matriz inversa, (114 dependente,
caracterizacdo algébrica do determinante, independente,
i lider,
caracterizac3o de matrizes n3o-invertiveis, livre,
[L77 vetor
conjunto-solucdo de sistema linear, R",
de Cauchy-Schwarz, [155] angulo,
de Pitagoras generalizado, coordenadas,
determinante da transposta, [174] distancia, [138
determinante do produto, [178] funcdo como,
do nacleo-imagem, [102] maltiplos,
espectral para matrizes simétricas, multiplicacdo por escalar, 2]
existéncia e unicidade pela forma total- norma, [138
mente escalonada, nulo,

fundamental da Algebra Linear, [102] outra representacdo, [81]



INDICE REMISSIVO

paralelo,

produto
escalar,
escalar-vetor, 2]
interno, 54}
matriz-vetor,
vetorial,

redundante, [15]
unitario, [139

wronskiano, [80] [121]

257



	Sobre os Autores
	Agradecimentos
	Prefácio
	Introdução à Álgebra Linear
	Vetores do Rn e Operações
	Vetores do Rn
	Operações com Vetores em Rn
	Representação Geométrica de Vetores e Operações

	Equações Cartesianas e Parametrização
	Retas no R2
	Retas e Planos no R3

	Combinações Lineares e Espaços Gerados
	Definições
	Espaço Gerado por 1 Vetor e Retas em Rn
	Espaço Gerado por 2 Vetores e Planos no Rn
	Espaço Gerado por 3 ou Mais Vetores

	Exercícios de Introdução à Álgebra Linear
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Sistema Linear
	Aplicações de Sistemas Lineares
	Matrizes e Vetores do Rn
	Interpretação de Sistemas em R, R2 e R3
	Na Reta (R)
	No Plano (R2)
	No Espaço (R3)

	Operações Elementares e Sistemas Equivalentes
	Resolvendo Sistemas Lineares
	Escalonamento
	Análise Pós-Escalonamento
	Sistemas com Infinitas Soluções

	Produto Matriz-Vetor
	Sistemas Homogêneos, Solução Geral e Particular
	Interpretação de Sistemas em Rn
	Exercícios de Sistemas Lineares
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Espaço Vetorial
	Espaço e Subespaço Vetorial
	Combinação Linear e Espaço Gerado
	Dependência e Independência Linear
	Base e Dimensão
	Polinômios e Funções como Vetores
	Definição e Exemplos
	Combinação Linear e Espaço Gerado
	Dependência e Independência Linear, Base
	Funções como Vetores: Representação Geométrica

	Dimensão de Espaço Vetorial: Teoria
	Exercícios de Espaços Vetoriais
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Transformação Linear e Matriz
	Função, Transformação Linear e Matriz
	Domínio e Imagem de Função
	Transformação Linear e Matriz
	Transformações Lineares Geométricas

	Núcleo e Imagem
	Núcleo e Imagem
	Teorema do Núcleo Imagem
	Injetividade, Sobrejetividade e Núcleo
	Aplicações em Espaços de Funções e Polinômios

	Composição de Funções e Produto de Matrizes
	Composição de Funções e TLs
	Produto Matriz-Matriz

	Função e Matriz Inversa
	Função Inversa e TLs
	Matriz Inversa

	Álgebra das Matrizes e TLs
	Álgebra de Matrizes
	Álgebra das TLs

	Matriz em Blocos
	Matriz Representando Vetor: Coordenadas
	Matriz Representando TL: Mudança de Base
	Exercícios de Transformações Lineares
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Produto Interno
	Produto Interno em Rn
	Complemento Ortogonal
	Aplicação: Mínimos Quadrados
	Aplicação: Projeção Ortogonal e Reflexão
	Mínimos Quadrados e Projeção: Teoria
	Aplicação: Aproximando Funções por Polinômios
	Cauchy-Schwarz e Ângulo
	Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt
	Exercícios de Produto Interno
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Determinante
	Motivação Geométrica
	Definição e Propriedades Básicas
	Calculando Determinante
	Fórmula do Determinante em R2 e R3: Regra de Sarrus
	Algoritmo para Cálculo do Determinante

	Mais Propriedades
	Determinante e Mudança de Área
	Produto Vetorial e Misto
	Sinal do Determinante
	Regra de Cramer
	Exercícios de Determinantes
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Autovetores e Diagonalização
	Autovalores e Autovetores
	Diagonalização
	Aplicações
	Exercícios de Autovetores e Diagonalização
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Respostas dos Exercícios
	Introdução à Álgebra Linear
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios

	Sistemas Lineares
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios

	Espaços Vetoriais
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios

	Transformações Lineares
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios

	Produto Interno
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios

	Determinantes
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios

	Autovetores e Diagonalização
	Exercícios de Fixação
	Problemas
	Extras
	Desafios


	Tutorial do Maxima
	Entrando com Matriz e Vetor
	Funções
	Resolvendo Sistemas Lineares
	Escalonando Matriz Automaticamente
	Escalonando Matriz Manualmente
	Espaço linha e coluna, Núcleo e Posto de Matriz
	Produto Escalar, Matriz-Vetor e Matriz-Matriz
	Matriz Inversa, Determinante e Traço
	Complemento Ortogonal
	Mínimos Quadrados
	Projeção e Reflexão
	Aproximando Função por Polinômio
	Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt
	Autovalores e Autovetores
	Diagonalização
	Criando Exercícios e Exemplos
	Matrizes Para Escalonar Manualmente
	Sistemas Com Solução Inteira
	Determinante é um Inteiro
	Matriz e Inversa são Inteiras
	Matrizes com autovalores e autovetores inteiros


	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo

