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1 Alguns problemas resolvidos

1.1 O sistema linear
rT+2z2=3

T+2y+22=6

3y+32=6
na forma matricial é
1 01 T 3
1 2 2 y | =16
0 3 3 z 6

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminacao de Gauss:

1 01| 3 101 | 3 1 01 | 3
1 22 |6 L—+>L021\3 A 02 1] 3
033 6] "|loss 6|00 3 |3
Logo,
r+2=3 =2

1.2 O sistema linear
3z—9w =26

5 + 15y — 102 + 40w = —45

rT+3y—z+ow= -7

é equivalente a

00 3 -9 o 6

5 15 —10 40 Y= _a5

1 3 -1 5 i _7
w

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminacao de Gauss:

(0 0 3 -9 | 6 13 -1 5 | -7
5 15 —10 40 | —45 | — |1 3 —2 8 | =9 | —
L1<—>L3 *L1+L2
13 -1 5 | =7 |5, (00 3 -9 6
(13 -1 5 | -7 13 -1 5 | =7
— |00 -1 3 | 2| — 0 -1 3 | -2
3L2+L3
00 3 -9 | 6 00 0 01 0




Logo,
rz+3y—z+dw=-7 x=-3y—2w-—>5
54
—z4+ 3w = -2 z = 3w+ 2.

As incognitas y e w sao livres e as incognitas x e z sdo nao livres. A solugdo geral do sistema é:

T -3y —2w -5
x| Y y 7

z 3w+ 2

w w

para quaisquer y,w € R, isto é, o conjunto solucao é dado por:
S={(-3y—2w—5,y,3w+2,w) : y,w € R}.
Neste exemplo o sistema tem infinitas solugoes e diz-se possivel e indeterminado.

1.3 Seja a € R. O sistema linear
z+2y+z2=3

r+y—z=2

x+y+(a2—5)z:a
é equivalente a
1 2 1 x 3
11 -1 y | =
1 1 a®>-5 z

Consideremos entao a matriz aumentada e o consequente método de eliminacao de Gauss:

12 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
11 -1 2| — |0 -1 -2 -1 o0 1 2
11 a5 a| 11| 0 =1 a2—6 a—3 Tl 0 0 a?—4 a-2

Se a = 2, entao o sistema é possivel e indeterminado:

r+2y+z2z=3 r=32+1
-

a incégnita z é livre, as incégnitas x e y sdo nao livres e a solugao geral do sistema é

x 3z+1
X=|ly|=| —2z241 |,
z z

para qualquer z € R, isto é, o conjunto solugao é dado por:

S={Bz+1,-2z+1,2): z € R}.
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Assim, se a = 2, o sistema tem infinitas solugoes e diz-se possivel e indeterminado.
Se a = —2, o sistema nao tem solucao e diz-se impossivel.
Se a # —2 e a # 2, o sistema tem a solugao tnica:

z (a+5)/(a+2)
X=|y|=| oa+2)
z 1/(a+2)
e diz-se possivel e determinado.
1.4 (Inversao de Matrizes)
1 11
(i) SejaA= |2 1 4 |. Tem-se
2 3 5
111|100 1 1 | 1 0
Alll=|2 1 4] 01 — o -1 2] 21 .
—2L1+L> Lo+L3
2 35 ] 0 Y 1 3] -2 0 1
11 1| 1 00 1 1 | 1 0 0
— |0 -1 2 | 2 1 — 0 -1 | =2 1 0 2L—)+L
00 5 | 41 1|50 0 1| —4/5 1/5 1/5 | _o.°
1 1 0| 95 —1/5 —1/5 |
— o 10 —2/5 35 —2/5| —
Lo+Lq
0 0 1 | —4/5 1/5 1/5
1 0 0| 7/5 2/5 —3/5]
— |0 10| —2/5 35 —2/5 | —
0 0 1 | —4/5 1/5 1/5 ’
100 | 7/5 2/5 -3/5
— o107 2/5 —35 2/5
001 | —4/5 1/5 1/5
Portanto A é invertvel e
7/5 2/5 =3/5
At =1 2/5 -3/5 2/5
—4/5 1/5 1/5
1 2 3
(ii) Seja A= | 1 1 2 |. Tem-se
011
123 | 100 1 2 3 | 1 0
Af=|112][010] — [0 -1 -1]-110|—
o1 1]o0oo01| "lo 1 1] 0 01|



1 2 3 | 1 00
— 0 -1 -1 ] =110
00 0 | -1 11

Logo, A é singular e como tal nao é invertivel.

1.5 (Regra de Laplace para calcular um determinada entrada da matriz inversa)
Seja

A=

IS NG
o ot O
O o O

A entrada (2,3) da matriz A~! é dada por

(A—1)23 — ﬁ ((COfA)T>23 — ﬁ ((—1)3+2 det A32) = %3 (— det <[ i (6) ])) = 2.

1.6 (Regra de Cramer)
O sistema de equagoes lineares
2r+y =28

—x+2y+42=7

—zrz+z=1
pode ser resolvido usando a regra de Cramer:
8 1 0 2 80 2 1 8
7T 2 4 -1 7 4 -1 2 7
1 0 1 -1 1 1 -1 0 1
T = =13, y= =—-18 e =z= = 14.
2 10 2 10 2 10
-1 2 4 -1 2 4 -1 2 4
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

1.7 Sejam E = L({(1,1,1), (1,2,2)}) ¢ F = L({(0,1,~1), (1,1,2)}).
(a) Determine a dimensao de E + F.
(b) Determine a dimensao de E N F.

Resolugao: (a) Temos que E+ F = L(FUF)=L({(1,1,1),(1,2,2),(0,1,—1),(1,1,2)}).

Escrevendo as componentes destes vectores como linhas de uma matriz e usando eliminacao de Gauss

11 1 1 1 1
01 -1 01 -1
—

11 2 0 0 1
1 2 2 0 0 O

obtemos uma matriz de caracteristica 3 pelo que a dimensao de FF + F' é 3.
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(b) Como os vectores (1,1,1),(1,2,2) sao linearmente independentes, por ndo serem multiplos um do
outro, a dimensao de E é 2. Analogamente se vé que a dimensao de F' é 2. Dado que dim E + F = dim
E+ dim F— dim E N F e pela alinea anterior dim F + F = 3, temos que a dimensao de EN F é 1.

1.8 (Uma matriz com valores préprios distintos)

1 5 -1
A= 0o -2 1
-4 0 3
O polinémio caracteristico é dado por
1-AX 5 -1
det(A—\I) = 0 -2-Xx 1 =

—4 0 3—A

= (1-XN)(-2-X)B-X)—-20+4(2+ ) =
(1=XN(=2-X) (BN +4\-12=
B=N[A=1)(A+2)—4] =
B-AN(N+Ar-6)=

= B3-MN)A-2)(A+3).

Os valores préprios de A sao os valores de A para os quais det(A — A\I) = 0. Logo, os valores préprios de
A séo
)\1:3, )\2:2 [§] )\3:—3.

Os vectores préprios de A associados ao valor préprio A sdo os vectores nao nulos u € R? para os quais
(A—A)u=0,

isto é, sao os vectores nao nulos de Nuc (A — AI).
Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio A\; = 3. Tem-se

-2 5 -1
Nuc (A — A1) = Nuc 0 -5 1 =L({(0,1,5)}).
-4 0

Logo, o subespaco préprio Ey, é dado por
E), =Nuc(A—-MI)=L({(0,1,5)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor proprio Ay = 3 sao
u=(0,s,5s), com s& R\{0}.

Determinemos os vectores préprios de A associados ao valor préprio Ay = 2. Tem-se

-1 5 -1
Nuc (A — A\2I) = Nuc 0 -4 1 =L{(1,1,4)}).
-4 0



Logo, o subespaco préprio Ey, é dado por
E), =Nuc(A—XI)=L({(1,1,4)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor proprio Ao = 2 sao

u=(s,s,4s), com s€ R\{0}.

Determinemos os vectores proprios de A associados ao valor préprio A3 = —3. Tem-se
4 5 -1
Nuc (A — A3I) = Nuc 0 1 1 =L({(3,-2,2)}).
-4 0 6

Logo, o subespaco préprio Ey, é dado por
E), = Nuc(A—Xs3I)=L({(3,-2,2)}).
Os vectores préprios de A associados ao valor proprio A3 = —3 sao
u=(3s,—2s,2s), com s¢& R\{0}.

1.9 Determine todos os vectores e valores préprios da transformacao linear 7' : R? — R? representada
1 =2

em relacdo a base canénica de R? pela matriz A = 5 4

Resolugao O polinémio caracteristico de A é:

1-x =2

p(A) = det(A — AI) = det [ 9 4-)

]:(1)\)(4)\)4:)\25)\,

pelo que os valores préprios de T' (os mesmos que os de A) sao {0,5}. Resta-nos encontrar os vectores
préprios associados a cada valor préprio. O espaco préprio F(0) associado a valor préprio A=0 é E(0) =
Nuc(A — 0I) = Nuc(A), cuja base é {(2,1)}. Portanto os vectores préprios associados ao valor préprio
A=0 sao {(2a,a)} para qualquer escalar a nao nulo.

Finalmente, o espago préprio E(5) associado ao valor préoprio A =5 é

-4 =2
-2 -1’

cuja base é {(1,—2)}, donde {(b, —2b) : b # 0} séo os vectores préprios associados ao valor préprio A = 5.

E(5) = Nuc(A — 5I) = Nuc

1.10 Seja A € Mat,,x,(R) matriz invertivel.
(a) Prove que 0 nao ¢ valor préprio de A.
(b) Encontre os valores e vectores préprios de A~! em funcio dos de A.



Resolugao: (a) Comece por notar que, por defini¢ao, 0 é valor préprio de A sse 0 é raiz do polinémio
caracteristico p(\) = det(A — AI), i.e. 0 = p(0) = det(A — 0) = det(A). Pelo que 0 é valor préprio de A
sse det A = 0, ou seja sse A nao ¢é invertivel. Conclusao: A invertivel sse p(0) # 0.

(b) Seja A valor préprio de A. Por (a), A # 0. Vamos agora provar que 1/\ é valor préprio de A~
Usando propriedades dos determinantes temos:

1 1 1 1 1
det(A™1 — XI) = det(A™! — XA—lA) = det(A™Y) det (I — XA) = det(A™) det(XM — XA) =

det(A™Y) det (ll(A - /\I)> - (i)n det A"V det(A — \I),

A A

pelo que A" det(A) det(A~! —1/AI) = (—1)" det(A — AI). Portanto A é valor préprio de A sse 1/\ é valor
préprio de A~L.

Seja v um vector proprio de A associado a um valor préprio A. Portanto Av = Av por defini¢ao. Aplicando
a inversa de A em ambos os membros desta igualdade obtemos A~'Av = AA~1v, logo v = AA~lw.
Portanto A~ 'v = %v. Assim concluimos que v também é vector préprio de A~ associado ao valor
préprio 1/A.

2

1.11 Prove que A =
0 2

] nao é diagonalizavel.

Resolugao: O polinémio caracteristico de A é

2—-A 3

p()\):det(A)\I):det[ 0 2-1

] = (27)‘)27

pelo que A tem A = 2 como tnico valor préprio (com multiplicidade algébrica dupla). O respectivo espago

préprio F(2) = Nuc cuja base é formada por um sé vector e; = (1,0). Como a multiplicidade

0
0
geométrica deste valor préprio A = 2 nao é igual a sua multiplicidade algébrica, conclui-se de imediato
que a matriz A nao é diagonalizavel.

1
1.12 Para cada a € R, seja A, = | 2
0

S = N
O o O

(a) Encontre os valores préprios de A, e respectivas multiplicidades algébricas. Diga, quando A, é
invertivel e nesse(s) caso(s), calcule os valores préprios de A7

(b) Determine base para cada espago préprio E(\) de A,,.

(c) Prove que A, é diagonalizavel para qualquer «, e encontre uma matriz mudanga de base S, e matriz
diagonal D, tal que A, = S, D,S,.

(d) Faca a alinea anterior usando a matriz A ! (sempre que A.! exista).

(e) Prove que (u,v) = uA,v* ndo mune R com um produto interno (para todo o «).

Resolugao: (a) O polinémio caracteristico de A, é (usando a regra de Laplace):

1—A 2 0
pN) =det(A—A)=det| 2 1-A 0 |= ((1—)\)2—4>(a—)\) = A+ 1A= 3)(a — ),
0 0 a— A
8



pelo que os valores préprios de A, sao {—1,3,a}. As multiplicidades algébricas sao todas simples, quando
a ¢ {-1,3}. Se a« = —1 a multiplicidade algébrica de A = —1 é dois, e a de A = 3 é um. No caso a = 3,
a multiplicidade algébrica de A = 3 é dois, e a de A = —1 é um.

A matriz A, é invertivel sse a # 0, e os valores préprios de A~! sdo {—1,1/3,1/a} (ver exercicio 1.10).

(b) Caso a ¢ {—1,3}:

2 2 0
e O espago préprio associado a A = —1 é F(—1) =Nuc(A— (=1)I)=Nuc | 2 2 0
0 0 a+1
Pelo que a base de E(—1) é {(—1,1,0)}.
-2 2 0
e O espago proprio associado a A=3¢é E(3) =Nuc(A—3[)=Nuc| 2 -2 0 .
0 0 ao-3
Portanto {(1,1,0)} é uma base para E(3).
l-a 2 0
e O espago préprio associado a A = o é E(a) = Nuc(A — al) = Nuc 2 1—-a O
0 0 0

Logo {(0,0,1)} é uma base para E(«).

Falta investigar dois casos singulares. No caso a = —1, {(—1,1,0), (0,0, 1)} forma uma base para E(—1),
enquanto {(1,1,0)} forma uma base para F(3). No caso a = 3, {(—1,1,0)} forma uma base para E(—1),
e {(1,1,0),(0,0,1)} forma uma base para E(3).

(c) A matriz A, é diagonalizével para todo o a porque é simetrica AL = A,. (Alternativelmente,
verifique que a multiplicidade algébrica e geométrica de cada valor préprio coincidem.)
Sendo S, = M(id; Byp, Bc) a matriz mudanga de base, as colunas de S, sao formadas pelos vectores
que provem das bases dos espacos préprios, e as entrada na matriz diagonal D, sao os valores préprios

-1 1 0
correspondentes aos vectores proprios em S,. Assim, e em todos os casos, S, = 1 1 0|,Dy=
0 01
-1 0 O
0 3 0 |. Note que se A, representa a transformacao linear T, na base candnica, S, é a matriz
0 0 «

mudanca de base (da base formada por vectores préprios para a base canénica) e D, representa T, na
base formada pelo vectores préprios (verifique!).

(d) A matriz é invertivel sse o # 0. Os valores préprios de A~! sdo pelo exercicio 1.10, {—1,1/3,1/a}.
As bases para os espacos proprios F(—1), E(1/3) e E(1/)\) de A~! coincidem (novamente pelo exercicio
1.10) com as bases para os espagos préprios E(—1), E(3) e E(a) de A, respectivamente. Temos trivial-
mente A = S;1D;1S,, onde S, e D, sdo as matrizes calculadas em (c).

(e) Observe que A, tém pelo menos um valor préprio negativo (para qualquer «)!

1 01
1.13 Considere amatriz A= | 0 2 0 | exz(t) = (m(t),m(t),a:;;(t)) para cada t € R.
1 01
(a) Encontre a solugao geral do sistema de equagoes diferencias x'=Ax, onde o' (t)= (2! (t), 25 (t), x4 (t))

9



(b) Calcule a solugao de 2/(t) = Az(t) que passa no ponto z(0) = (1,1,1).

Resolugao: (a) ¢ Comece por observar que A é simétrica, portanto A é diagonalizavel. Vamos encontrar,
em primeiro lugar, matriz mudanca de base S e matriz diagonal D tais que S™'AS = D.

O polinémio caracteristico de A é p(A) = —A(A — 2)2, pelo que os valores préprios de A sio {0,2}. O
vector (—1,0,1) forma uma base para F(0), enquanto (1,0,1),(0,1,0) fornecem uma base para o espaco
préprio E(2). Logo

-1 01 00 0
S=|l 0 10|, D=|0 2 0
1 01 00 2

e De seguida, vamos resolver o sistema de equacoes diferenciais ' = Dy. Como D é diagonal, a solucao

0t t

geral desta equacdo é imediata: y(t) = (c1e”, coe?, c3e?t) = (c1, c2e?!, c3e?) com ¢y, c2, c3 constantes.

e Finalmente, a solucao geral de 2’ = Ax obtém-se da de 3y’ = Dy da seguinte forma

-1 0 1 cl —c1 + 0362t
z(t)=Sy(t)=1 0 1 0 cpe®t | = coe?t
1 01 c3e?t c1 + cze?t

(b) J& vimos em (a) que a solucio geral de 2’ = Ax é z(t) = (—c1 + 3, e c1 + c3€?). Falta-nos
determinar os valores das constantes ¢y, co,c3, pelo que temos de usar a condi¢ao z(0) = (1,1,1) da
seguinte maneira:

(1,1,1) = 2(0) = (—c1 + 3, c2,¢1 + ¢3)

2t

2 e x3(t) = e?,

donde ¢; = 0,¢c2 = 1,c3 = 1. Portanto x1(t) = €, z9(t) = e
1.14 No espaco dos polinémios reais de grau menor ou igual a 3, P3, considere os vectores v; = 1 + 3,
vo=14+224+z, 13=0c—23% vy=1-—uz.

(a) Verifique que B = (v1,va,v3,v4) é uma base de Ps.

(b) Sendo T : P3 — P3 a transformagao linear tal que

T'(y1v1 + y2v2 + Y303 + yavs) = (y1 + y2)v3 + (Y3 + ya)v1

determine a imagem, o nicleo e os subespagos proprios de T

(c) Escreva a matriz C' que representa 7" em relacio & base By = (1, x, 22, 2°) e diga justificando se C' é
diagonalizavel.

(d) Resolva a equagao T'(p(x)) = 3vs.

Resolucgao:
(a) Escrevendo as componentes destes vectores em relagio & base By = (1, z, 2%, %) de P3 como linhas

de uma matriz e usando eliminacao de Gauss

1 0 0 1 1 0 0 1 10 1
1 1 1 0 0 1 1 -1 01 1 -1
— —

0 1 0 -1 0 1 0 -1 00 -1 O
1 -1 0 0 0 -1 0 -1 00 0 =2



concluimos que, dado que a dimensao do espaco das linhas da matriz é 4, também a expansao linear
L({v1,v2,v3,v4}) tem dimensao 4 (igual & dimensao de Ps3), donde B = (v1,v2,v3,v4) é uma base de Ps.
(b) Como T'(v1) = v3,T(v2) = v3,T(v3) = v1,T(vs) = v1, a matriz que representa 7' em relagdo a
base B (ou seja M (T; B)) é
011

A=

O = O O
o = O
o O O
o O O

O espaco de colunas desta matriz é L({(0,0,1,0),(1,0,0,0)}), e logo ImT = {v € P3:vp € C(A)} =
L({vs,v1}). O nicleo de A é

{(z,y,2,w) € R* : 2 +y = 0e z+w = 0} = {(-yy,~w,w) : yw € R} =
L({(-1,1,0,0),(0,0,—1,1)}), e logo

Nuc T ={v € P3s:vp € Nuc(A)} = L({—v1 + va, —v3 + v4}).
O polinémio caracteristico p(\) de A é

P A0
pV=det | 0 | =(Ndet | 0 a0 | =
11 =)

0 0 0 =X

- -2 0
= (=N (=X 4+ ) = 22N =1) = 2(A=1)(A+1). Logo os valores préprios de T sdo 0,1, —1.

(N (=) det ? O 1 idet| © 1]):

O subespaco proprio associado a 0 é o nucleo de T', que ja foi determinado.

-1 0 1 1
Temos A — 11 = 0 -10 0
1 1 -1 0

Usando eliminacao de Gauss

-1 0 1 1 -1 0 1 0 -1 0 1 0
0 -1 0 0 0 -1 0 0 -1 0 O
— —
1 1 -1 0 1 0 -1 0 0o 0 0 0 |
0o 0 0 -1 0o 0 0 -1 0 0 0 -1

concluimos que
Nuc (A —1I) = {(z,y,z,w) €ER*: —z2+2z=0ey =0ew = 0} = {(2,0,2,0) : * € R} =
L({(1,0,1,0)}) donde o subespago préprio de V associado a 1 é o subespago L({vi + v3}).

011
10
11

00
Usando eliminacao de Gauss

Temos A+ 1] =

O = O
— o O

11



— o

0 1
10
11

_ o O =
S = O =
O O = O
O = O =
—_ o O O
(e
O O R O
O O O =
_ o O O

o

0 0

concluimos que
Nuc (A—11) = {(z,y,z,w) ER*: 2+ 2=0ey=0ew =0} = L({(—1,0,1,0)}) donde o subespaco
préprio de V associado a —1 é o subespaco L({—v1 + v3}).

1 1 0 1

01 1 -1
Seja G = M (id; B, By) =

10 -1 O

A matriz G~ é a matriz M (id; B, B) e pode ser determinada (determine!) pelo método de Gauss-
Jordan ou usando a matriz dos cofactores, i.e.

,1_7
G 2

—_

o= O
]
[N}
o

Sendo A = M(T; B) temos que C = M(T; Bs) = GAG™! (calcule C!).

Dado que, pelas alineas anteriores, sabemos que a soma das dimensoes dos subespacos préprios de T’
é 4, a transformagao T' é diagonalizavel ou seja P admite uma base Bs constituida por vectores préprios
de T. A matriz D de T em relagdo a esta base é diagonal e C' é semelhante a D, por representar 7" em
relagdo a outra base de P3. Logo C' é diagonalizavel.

(d) As solugoes da equagao T'(p(x)) = 3vs sao exactamente os elementos da imagem completa inversa
T—1(v3). Sabemos que T(vi) = v3 pelo que T(3v;) = 3vs e logo as solugdes da equacio dada sdo os
elementos de 3v; + Nucl'. Se quisermos descrever em extensao este conjunto obtemos 3v; + Nucl =
{(83 —a)vy + avy — buz + buy : a,b € R} | dado que

Nuc T = L({—v1 + vo, —v3 + v4}) = {—av) + avy — bvg + buy : a,b € R}.

Ideia para uma resolugao alternativa: As coordenadas do vector 3vs em relagao a base B sao (0,0,3,0) e
logo

T 1(v3) = {v € V : vp é solucio de AX = }. Resolvendo este sistema obtemos o conjunto

o w o O

solucao pretendido.
1.15 Em R3, considere o seguinte produto interno:
((x,y,2),(a,b,¢c)) =2xa+ xb+ ya + yb+ zc

o qual se fixa em todas as alineas que se seguem.
(a) Prove que (-,-) é de facto um produto interno em R3.

12



(b) Encontre uma base ortogonal para E = L({e1,e2}) onde e; = (1,0,0) e e2 = (0, 1,0).

(c) Determine uma base para o complemento ortogonal E+. Verifique que dim(E) + dim(E+)=dimR3.
(d) Encontre a representacio matricial da projeccio ortogonal Pg : R® — R? na base canénica. Qual é
a representacao matricial de Pp.?
e) Calcule o ponto de E mais préximo de es = (0,0, 1).

)

(

(f) Calcule a distancia de v = (2,0,1) a E+.

Resolucao (a) Sejam u = (z,y,2),u’ = (2',y',2'),v = (a,b,c) € R¥ e A € R. O axioma da simetria

verifica-se porque (u,v) = 2za + xb + ya + yb + zc = 2ax + bx + ay + by + ¢z = (v,u). Por outro lado,
Mu+u,v) =20z + 2 )a+ Az +2)b+ Ay +y)a+ Ay +y)b+ Az + 2)e = Mu,v) + (W, v)

pelo que o axioma da linearidade é verificado. Finalmente, falta provar o axioma da positividade, i.e.
{(u,u) > 0 para todo u € R3 e (u,u) = 0 sse u = (0,0,0). Para esse fim, é suficiente observar que
(u,u) = 222 + 20y + 2 + 22 = 22 + (v + y)? + 22

2 10

Resolugao alternativa de (a): comece por notar que (u,v) = { x Yy z ] Al b |ondeA=|1 1 0 [,
c 0 01

pelo que a simetria e a linearidade sao 6bvias. Para provar a positividade, é suficiente aplicar o critério:

2 1
11
(ou entao verifique que os valores préprios de A sdo todos positivos).

A:At,det[2]>0,det! ]:1>OedetA>0

(b) Note, em primeiro lugar, que {ej, e2} é uma base de E. Aplicamos de seguida o processo de ortogo-
nalizacdo de Gram-Schmidt para obter a base ortogonal {wy,ws}:

w1 = €61

Wy = ey — %wl =ey—1e1 = (5,1,0).

(c) Por definicio E+ = {u € R3 : (u,e) = 0, para todo o e € E}. Como ey, ez geram E,

Et={u=(z,9,2): (u,e;) =0=(u,ex)} ={u€R3: 20 +y=0=2x+y} =Nuc

210

11 0|
Donde e3 = (0,0,1) base (ortogonal) de E-+.
(d) Note que P (e1) = (0,0,0) = Pgi(e2) porque ey, ey pertencem a (E+)+ = E. Mais, Pp.(e3) = e3

0 00
porque e3 € E+. Logo a matriz Pp1 que representa Pgi é P = | 0 0 0 |. Como Pg+ Py =1,
0 01
1 00
a matriz Pg que representa Pr na base canénica é Pp =1 —-Ppr = | 0 1 0
0 0O
1 00 0
(e) O ponto de E mais préximo de e3 = (0,0, 1) é dado por Pg(e3). Por (d), Pr(es) = 0 1 0 0
0 00 1

Donde Pg(e3) = (0,0,0). Ou entdo, como e3 € E+, Pgi(e3) = e3, Pe(es) = (0,0,0).
(f) A distancia é dada por

diSt(U,EJ‘) = |[Pg(v)|| = /(2,0,0)]| = \/<(270’0)7 (2,0,0)) = \/g = 2\/5'
13




1.16 Considere em R* o produto interno usual e sejam E:L((l,0,0, 1),(0,1,1, 1))7 F=L((1,0,0,1)).
(a) Serd que E+ C F+? Calcule dimE, dimE*, dimF e dimF*.

(b) Determine base ortogonal para E.

(¢) Determine base ortogonal para E+ (o complemento ortogonal de E).

(d) Calcule a distancia de p = (1,1,0,0) a F.

(e) Encontre as equagoes cartesianas da recta R paralela a F' que passa no ponto p = (1,1,0,0).
()
(

g) Encontre a matriz que representa Pr1 : R* — R* na base canénica. Verifique que Pp1 o Ppi = Pp..

Encontre as equagoes do 2-plano P que passa no ponto p = (1,1,0,0) e é perpendicular a E.

Resolugao (a) Sim, porque F C E. Temos que dimFE = dimE+ = 2, dimF = 1 e dimF+ = 3.
(b) Sendo v; = (1,0,0,1),v2 = (0,1,1,1) base para E, vamos aplicar o processo de ortogonalizacao de
Gram-Scmidt para obter uma base ortogonal {wj,ws} para E:

wp =01 = (170>O7 1)

(v2,w1) -1 1
mwl_(Z alalvg)

(¢) Em primeiro lugar temos que encontrar uma base {s1, s2} de E1, e de seguida apelar ao processo de

wo = Vo —

ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para obter uma base ortogonal {ti,t,} de E*+.
Como vy, v9 geram FE,

Et ={u=(z,y,2,w): (u,v1) = 0= (u,v2)} = Nuc

1 0 01
0111

cuja base é s; = (—1,—1,0,1) e s = (0,—1,1,0). Finalmente, aplicando Gram-Schmidt:

tl = 81 = (—1, —1,0, 1)

log = s2 — ii?::i;tl = (O) -1, 170) - %(_17 -1,0, ]-) (év }27 1, ?),1)

(d) A distancia de p a F' é dist(p, F') = ||Pp.(p)||.- Agora ou se usa uma base ortonormada {ui,ug, us}

de F* e entdo! Ppi(p) = (p,u1)us + (p,us)us + (p,us)us, ou se usa o facto de Pr + P =1, i.e.

(p,(1,0,0,1)) 1 -1

((1,0,0,1),(1,0,0, 1)>(1’0’0’ 1) =(5,1,0,—).

Ppi(p)=p—Pp(p)=p—

Portanto dist(p, F) = v/6/2.
(e) Primeiro vamos encontrar uma base para FL. Como estamos a usar o produto usual de R*, temos

que F+ = Nuc [ 1 0 01 }, cuja base é {(-1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}. Donde F = {(x,y, z,w) :
—z+w =0,y =0,z=0}. Como arecta R é paralela a F, as equagoes de R obtém-se das de F' impondo
a condicao p € R (originando eventualmente equagoes ndo homogénias). Facilmente se constata que as

equagoes cartesianas de R sao: —x+w = -1,y =1,z =0.
-1 0 0 1

Noteque F=Nuc| 0 1 0 0
0 010

(f) Vimos em (b) que {(1,0,0,1),(0,1,1,1)} é uma base de E, pelo que as equacdes cartesianas de B+
sdo: x +w =0,y + 2+ w=0. Como o 2-plano P é paralelo a E+ e p € P, concluimos que as equacdes
cartesianas de P sao: r+w=1,y+ 2+ w = 1.

'Recorde que dada uma base ortonormada {u;} de um espago E, Pr(w) = > {w, us)u;. De forma similar, dada uma
base ortonormada {v;} de E*, Pp.(w) = > (w,vj)v;. Mais: Pp(w) 4+ Pg1(w) = w para todo o vector w.
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(g) Como dimF' é menor que dimF L vamos encontrar a matriz que representa Pr e depois usa-se o facto
4 i,(1,0,0,1

de Pp. = I — Pp. Sendo {e1,ez,e3,e4} a base canénica de R*, Pr(e;) = m(l,o,o, 1), com

i1=1,2,3,4. Pelo que

Pp(el) = (1/2,0,0, 1/2), PF(eg) = (0,0,0,0), Pp(eg) = (0,0,0,0), PF(64) = (1/2,0,0, 1/2).

10 00 1/2 0 0 1/2 /2 0 0 —1/2
Pelo que a matriz que representa Pr1 é 0100y 1 0 000 = 0 L0 0

0 010 0O 00 O 0 0 1 0

0 001 1/2 0 0 1/2 -1/2 0 0 1/2

1.17 Seja E um espaco Euclideano de dimensao n, F' um subespaco linear de F, Pr : E — F a projeccao
ortogonal sobre F' e Pr a matriz que representa Pr numa base de F.

(a) Prove que o conjunto dos valores préprios de Pr é um subconjunto de {0, 1}.

(b) Serda P diagonalizavel?

Resolugao: Se F=F ou F'={0g} o exercicio ¢ trivial. Para fazer os outros casos observe que se A é valor
préprio de Pp entdo A% também é valor préprio de PI%. De seguida use o facto de P2=Pp. Finalmente
Pr é diagonalizével, tomando, p. ex., a base B = Br UBp. de E, onde Bp (resp. Br1) é uma base de F'
(resp. F1). Indique entdo S e D tais que S~™'PpS = D, com D matriz diagonal.

1.18 Prove que a distancia de um ponto (zg, 3o, 20) ao plano Py de equacao ax + by + cz =d é

laxzo + byo + czo — d|
(a2 + b2 + ¢2)1/2

Resolugao: O plano Py que passa na origem (0,0,0) e é paralelo a Py tem equagao cartesiana dada por
az+by+cz = 0. Por outro lado {(a, b, c)} é uma base para o complemento ortogonal Pg- e (0,0,d/c) € Py
se ¢ # 0. Note que (a, b, c) # (0,0,0), pelo que se b # 0, podemos usar o ponto (0,d/b,0) € Py, ou ainda
(a/d,0,0) € Py se a # 0. Portanto (denotando por prd_ a projeccio ortogonal sobre Py-) temos

((x0,y0,20 — d/c), (a,b,c))
a? + b2+

dist((xg,yo,zo),Pd> = HPPOL((.’B(),yO,ZO) —(0,0,d/o)|| = || (a,b,c)|

donde o resultado.

11

1.19 Seja T : P — Ps a transformacao linear cuja matriz na base canénica é | 1 1
11

e

DR o

(a) Prove que p(z) = 1 — 22 e q(x) = 1 — 2z + 22 sdo vectores préprios de 7. Indique os valores préprios
associados.

(b) Verifique se T é diagonalizdvel.
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1.1 Resolugao de alguns exames

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

TESTE DE ALGEBRA LINEAR (04/NOVEMBRO/2005)
LEIC-Alameda Duracao: 1h:30m

Nome do Alvwvo:__________

Ndmero do Alwvwoo:

Adverténcia: ha 8 enunciados parecidos.... mas distintos

preencher por Aluno Docente

Pergunta ‘ Resposta(pég.) ‘ Classificagao
Grupo I 1

Grupo II (a)
Grupo II (b)
Grupo II (c)
Grupo IT (d)
Grupo IIT (a)
Grupo IIT (b)

TOTAL

GRUPO I (4 valores)

Perguntas de escolha multipla

Cotacgao de cada pergunta de escolha multipla: 1v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,3v.

1 2 3 4

Respostas do Grupo I (a preencher pelo Aluno)

1. Seja S, o sistema de equagoes lineares representado matricialmente por

1 0 1 2
0 3 ~|X=1|0
-1 0 -1 —~?

onde v é um parametro real. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A) Existem infinitos valores de v para os quais o sistema de equacoes S, é possivel.

B) Existe exactamente um valor de v para o qual o sistema é possivel.

C) Existem exactamente dois valores de vy para os quais o sistema S, é possivel e tem grau de

indeterminagao 2.
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D) Existe mais do que um valor de v para os quais o sistema S, ¢é possivel e tem grau de

indeterminacao 1.

2. Seja A =

11
e B tal que B~ = [O 1] . Considere a seguinte lista de afirmagdes:

1 0

I1) Nuc(B) = {(0,0)}.
III) Nuc(A+ B™1) = Nuc(A) + Nuc(B™1).

A lista completa de afirmacoes correctas é
A)I  B)II C)lell D)II
3. Considere o espaco linear V = {(z,y,z,w) € R* : x +y + 2z + w = 0} e os vectores v; =

(1,-1,1,-1),v3 = (-1,-2,3,0), v3 = (0,0,1,-1) e v4 = (0,—3,4,—1). Considere a seguinte

lista de afirmacoes:
I) Os vectores v1,v2,v3,v4 sdo linearmente independentes.

I1) Os vectores v1, vz, v3,v4 geram V, mas ndo geram R?,

IIT) A dimensao de V' é 3 (isto ¢, dim(V') = 3).

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)II  B)Ielll C)III  D)Ielll

4. Seja W = L({v1,v2}) o espago gerado pelos vectores v; = (1,1,1) e v = (0,—1,1). Considere a
seguinte lista de afirmagoes:
I) Se (1,2) sado as coordenadas do vector u € W na base {v1,v2}, entdao u = (1, -1, 3).
IT) O conjunto {vy + ve,v1 — va} constitui uma base para W.

IIT) Existe um vector vg de R? tal que vs ¢ W e {v1,v2,v3} é uma base de R3.

A lista completa de afirmacoes correctas é

A)lelleIll B)Ielll C)lelll D)Ilell

Nesta parte, Grupos II e III, apresente todos os cdlculos e justificagoes relevantes

GRUPO II (4,5 valores)
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1 k k 1
x
~ . 1 1 k 3
Para cada parametro real k, seja Ay = N u= |y e b= .

kok o1 ‘ -3

a) Discuta a caracteristica de Ay em funcao do parametro k.

b) Faga a discussao das dimensoes do espago das colunas e do ntcleo de Ay.

c¢) Determine uma base para Nuc(A_;) (onde A_; é a matriz Ay para k = —1).

d) Verifique se (2, 1,0) é solucao do sistema linear A_ju = b. Encontre o conjunto solugao de A_ju = b.

GRUPO IIT (1,5 valores)

Seja E = {f : R — R} o espago linear das funcoes reais de variavel real munido com as operagoes
habituais. Considere os subconjuntos E e F' de E definidos como se segue:

E, ={f€E: f(x) >0, para qualquer x € R},

F={geFE: g(z)=log(f(z)), paraalguma fungao f € E,}.

a) Prove que F, nao é subespaco linear de E.

b) Prove que F' é subespago linear de E.

Resolugao do Teste

Escolha miultipla: Grupo I

. 3 1 2 3 4
A chave para esta vers8o de teste é:
D C B A
Problema 1. Aplicando o método de eliminagdo de Gauss temos:
1 0 1 2 1 0 1 2
0 3 x 0 — 0 3 ~ 0 .
10 —1]| 2]t 9 0 0]2-42
Portanto o sistema S, é possivel se e s6 se 2 — 7?2 = 0. Em ambos os casos 7 = +v/2

cada sistema S, é possivel e determinado. Além disso, para estes casos o niimero de varidveis
livres é igual a 1 = grau de indeterminag&o. O sistema S, é impossivel para cada 7 tal
que vy # ++/2. Portanto a inica afirmagdo verdadeira é a afirmac8o D).

Problema 2. Se A= 1 .

S P A E |

pelo que a afirmagdo I) é verdadeira. A afirmag8o II) é verdadeira porque a matriz B é
invertivel. Finalmente a afirmagdo III) é falsa, pois Nuc(A)+Nuc(B~!) = {(0,0)} uma vez

que A e B~! s3o matrizes invertiveis e
2 2
11’

1 0 1
0 ] entio A1 = [ ] . Portanto

Nuc(A + B™') = Nuc
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que ndo sendo uma matriz invertivel o seu nicleo é diferente do vector nulo (ver teorema 30

das aulas tedricas).

Problema 3. A afirmagdo I) é falsa, porque se considerar a matriz A cujas colunas s&o
formadas pelos vectores vi,v2,V3 € ¥4, @ sua caracteristica é 3 e n3o 4. A afirmag8o II)

é verdadeira:
V=A{(z,y,z,2w): a=—y—z—w}={(—y—z—w,y,z,w) :y,z,w € R} =
=:{y(—lﬁl,0,0)%—Z(—lﬁo,l,O)—Flu(—l,0,0,l)}

pelo que dim(W) = 3. Como a car(A) = 3 onde A é a matriz anterior e vi,vo,v3,04 € W
concluimos que eles geram W, embora ndo sejam linearmente independentes. A dim(R4) =
4 e car(A) =3, pelo que eles nio podem gerar R*

A afirmag8o III) também é verdadeira -- ver calculos na afirmagio II).

Problema4. A afirmag3o I) é verdadeira porque u = lv;+2ve. A afirmag8o II) é verdeira
porque dim(W) = 2 e os vectores v; + v2 = (1,0,2) e v; — v2 = (1,2,0) s&o linearmente
independentes (considere a matriz A cujas colunas s&o os vectores (1,0,2) e (1,2,0). A car(4)=
2=nimero de vectores).

Finalmente, a afirmag83o III) também é verdadeira, basta considerar a matriz B cujas colunas
sdo os vectores vy, Uy € V3 = (a,b,c) e discuta a caracteristica de B em func8o dos parimetros
a,b e c. Ha casos em que car(B) =3, por exemplo vs = (1,0,0) é um vector que ndo pertence
a W e é tal que {vj,v2,v3} é uma base de R3.

Grupo 11

Aplicando sucessivamente o método de eliminag&do de Gauss obtém-se a matriz A% em escada
de linhas como se segue:

1 k k 1 k k 1 k k 1 k k
|tk . 0 1-k 0 . 0 1-k 0 o 1=k 0 A
FE e 1o gty | 0 1=K 1k | —aimiatiy | 00 01—k | —fatr, [ 0 01—k | T ke
kok 1] Thidrd Lo k—k2 1—k2 | ROTRIaRLa [ g g g g2 0 0 0
37 k ¢ {715 ]-}
a) Portanto, por definig8o de caracteristica, temos car(Ai)=4¢ 2, k=-1
1, k=1

b) Seja C4, o espago gerado pelas colunas de Aj. Usando o teorema 26 das aulas tedricas:
dim(Ca, ) = car(Ay)
para todo o k. Usando novamente o teorema 26 e a alinea a) temos:

0, ke¢{-1,1}

dimNuc(Ag) = ntmero de colunas de Ay —car(Ag) =3 —car(4x) =< 1, k=-1
2, k=1
1 -1 -1
c) Nuc(A_;) = Nuc(4’ ;) = Nuc 8 3 8 ={(z,y,2) ER?: 2—y—2=0, 2y =0} ={(z,9,2) €
0 0 0

R3: x=2 y=0}={(20,2) €R3: 2 €R}.
Como, para cada esclalar z, (z,0,z)=2(1,0,1) conclui-se que o vector (1,0,1) gera Nuc(A_;).
Além disso, (1,0,1) & um vector linearmente independente, portanto o conjunto {(1,0,1)} &

uma base de Nuc(A_q).

1 1 1 =" Usando c) e o teorema 6 das aulas

-1 -1 1 -3
tebéricas temos que o conjunto solugBo S de A_ju=25b é

19

d) Facilmente se verifica que
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S=(210)4+{(z,0,z): zeR}={(z+2,1,2): xe€R}.

Resolugdo alternativa: pode aplicar o método de eliminagdo de Gauss & matriz aumentada
[A,1|b] e chegar ao mesmo resultado. Note que o sistema A_ju = b n8o é equivalente ao
sistema A’ ju=>5!1")

Grupo II1

a) 0 ’’vector nulo’’ do espago linear F é a fungdo constante igual a zero. Esta funcgio
ndo pertence ao conjunto E,, portanto EF; nfo é subespago linear de F.

b) (i) 0 ’’vector nulo’’ pertence a F', uma vez que 0 =log(l) onde 1 é fungdo constante
igual a 1.

(ii) Se g1 =log(f1) e g2 =log(f2) onde fi,fo € E;, ent&o
(91 + 92)(@) = 91(x) + g2() = log(f1(x)) + log(fo(x)) = log (fi () fo(@)) = log ((f1f2)(@)), Vo €R,

pelo que (g1 + g2)(x) =log ((flfg)(ﬂj‘)) e portanto g1 +¢g2 € F.
(iii) Sejam A€ R e g=log(f) € F. Como

(Ag)(z) = Ag(z) = Mog(f(z)) = log(f(z)"), Vz€eR,

pelo que (\g)(z) = log(f(x)") e portanto A\g € F. Por um resultado das aulas teéricas F
é subsespago linear de F. QED

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Andlise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (19/JANEIRO/2006)
Cursos: LEC, LEIC-Alameda, LEN e LET Duracao: 3h
Nome do Alwwnos____________________ __ _ _ _ _ _ _ _ ________ Nimero:___________
Cursos__________________________ Turma:____

Adverténcia: ha 8 enunciados parecidos....mas distintos.

preencher por Aluno Docente

Pergunta ‘ Resposta(pég.) ‘ Classificacao
Grupo 1 1
Grupo II (a)

Grupo II (b)
Grupo III (a
Grupo IIT (b
Grupo IIT (c)
Grupo IV (a)
Grupo IV (b)

)
)

TOTAL

GRUPO I (9 valores)

Perguntas de escolha multipla
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Cotagao de cada pergunta de escolha multipla: 1,5v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,5v.

1 2 3 4 5 6

Respostas do Grupo I (a preencher pelo Aluno)

1. Sejam A, =

1 Y 1 1 0

0 0 ~|, = |z, b= |1| onde v € C é um parametro complexo. Considere
v -1 0 1

a seguinte lista de afirmacoes:

z3

I

1I
111
v

Existe um tnico valor de v para o qual car(A,) # 3.
O sistema A,z = b é determinado para infinitos valores de .

O sistema A,z = b é possivel para qualquer valor de .

)
)
)
) O sistema homogéneo A,z = 0 é possivel para qualquer valor de 7.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)IlelV  B)HelllelV  C)lelllelV  D)Iell

2. Considere o espago linear Matayo(R) das matrizes quadradas 2 x 2, munido das operagoes habituais,
e a seguinte lista de afirmacoes:

I) O conjunto {M € Matayx2(R) : det(M) = 0} ndo é um subespaco linear de Matay2(R).

IT) O conjunto {M € Matox2(R) : M = MT} é um subespaco linear de Matay2(R) de dimensio
0.

III) Existe uma transformacao linear T : Matoyo(R) — R? injectiva.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)lell B)II C)I D)II
3. Seja U = {(x,y,2) € R®: z —y = 0}. Considere a seguinte lista de afirmacdes:

I) dim(U) =2e {(1,-1,0),(0,0,1)} forma uma base de U.
IT) O conjunto {(1,1,0),(0,0,3)} é uma base de U.

1 10

0 0 1|

1 -1 0

2 -2 0|
A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)IlelV  B)Ielll C)lelVv D)Ilelll

III) U = Nuc(A) onde A =

IV) U = Nuc(A) onde A =

3+3 0 8
4. Paraa,f € R,seja A=| a 3 . Considere a seguinte lista de afirmacgoes:
1 0 -1

I) det ((24)?) = 4det(A)? para qualquer valor de f3.
II
III
v

)
) A é invertivel para qualquer valor de £.

) det(A) nao depende do valor de «.

) O valor A = 3 é um valor préprio de A para quaisquer valores de « e (3.
A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)TellelV B) lllelV C) Il elll D) III
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5. Considere em R* um produto interno e {u1, us, u3,us} uma base ortonormada de R*. Denote por
F o subespaco de R* gerado pelos vectores u; e us. Considere a seguinte lista de afirmacoes:

) |Ju1 + ug + u3 + u4|| = V2 para algum produto interno.

IT) |Ju1 + ug + us + ug|| = 2, independentemente do produto interno.
1) dim(F+)=1.
IV) {us,us} é uma base ortogonal de F*.

A lista completa de afirmacées correctas é

A)Ielll B)IllelllelV  C)IlelV  D)IelV

6. Seja T': Py — Pa a aplicagao definida como se segue T'(p(z)) = p(xz + 1).

I

) T nao é uma transformacao linear.
) p(z) =1+ 2z + 2% é uma solugdo da equacao linear T(p(z)) = 3 + 2x + 2.
III) A transformagao linear T" é bijectiva.
)

IV) O polinémio p(x) = 3 é um vector préprio de T

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)I  B)II C)II D)MlelV

Nesta parte, Grupos II, IIT e IV, apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

GRUPO II (3 valores)

Considere o produto interno usual em R* e o espaco linear E = L({v1,v2,v3,v4}) gerado pelos vectores
v =(1,0,0,1), va = (1,1,—-1,-1), v3 =(0,0,1,1) e vg = (1,0,1,2).

a) Determine bases ortogonais para E e para E=.
b) Calcule a distancia de up = (2,1,0,1) a E*.
GRUPO III (5 valores)
Para cada parametro v € R, seja T, : R3 — R? a transformacio linear definida por:

T’Y((xa Y, Z)) = (’}/l‘ + 2z, —y + 2z, Z)'

v 0 2
a) Determine uma base de R? na qual T, é representada pela matriz A, = [0 —1 2
0 0 1
b) Identifique o conjunto dos valores de 7 para os quais T, é diagonalizavel. Para v = —1, determine

uma base de R? constituida por vectores préprios de T_;.
c¢) Resolva, em R3, a equacdo linear TV((.I, v, z)) =(2,2,1).
GRUPO IV (3 valores)

Considere o espago Euclidiano R"™ com o produto interno usual e seja A € Mat,x,(R) uma matriz
simétrica A = AT,

a) Prove que vectores préprios associados a diferentes valores préprios de A sao ortogonais.
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b) Prove que existe uma base ortogonal de R™ formada por vectores préprios de A.

Resolucao do Exame

Grupo I
N 1 2 3 4 5 6
A chave para esta vers8o de exame é:
A A A B C D
Grupo 11

a) Seja A a matriz cujas linhas s83o formadas pelos vectores vi,ve,v3 € v4. Portanto E =
Ly é o espago linhas de A enquanto E+ = Nuc(A). Aplicando o método de eliminagio de
Gauss obtém-se a matriz A’ em escada de linhas como se segue:

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

1 1 -1 -1 o 1 -1 =2 o 1 -1 =2 ’
A= — — =A".

0 0 1 1 —iﬁiz 0 0 1 —L3+Ly 0 0 1 1

1 0 1 “hitka g 0 0 0

Como car(A)=3, dim(E) =3 e {v1,v2,v3} é uma base de F. Vamos aplicar a esta base o método
de ortogonalizagio de Gram-Schmidt para obter uma base {w;,ws, w3} ortogonal de E':

w =v; = (1,0,0, 1)

CEAL 0 yur =2 = (1,1,-1,-1),

1 —
o100y Y Y2~ Ty oy
52*53@2 — iy = (0,0,1,1) = (1, 1,-1,-1) = §(1,0,0,1) = (0,3, 3,0).

Vamos de seguida encontrar uma base para o complemento ortogonal EL. Note que como
dim(E) = 3 e dim(E)+dim(E') =dim(R*) concluimos de imediato que dim(E') = 1. Como

v1,V2,v3 é uma base de FE

’U)QZUQ*E
(

’U)3:U3—<

El = {(a:,y,z,w) € R4 : <($,Z/,Z,?U),’U1> = 07 ((x,y,z,w),m} = 07 <($,:U,Z,1,U),’U3> = 0}>

portanto

Bt ={(z,y,z,w) €ER*: 24+w=0, 2+y—2—w=0, z+w=0}=
{(z,y,2,w) ER*: v=—w, y=w, z=—-w}={(~w,w,—w,w): weR}.

Portanto {u; = (—1,1,—1,1)} é uma base (ortogonal) de E* .

b) Por definigdo de distancia, dist(ug, F*) = ||Pg(ug)||, isto &, a norma da projecgdo ortogonal
de uy sobre E. Sabemos que Pgp(ug) = wuy — Pgi(ug), portanto usando a base (ortogonal)
{u1} de E' encontrada em a) obtém-se:

<U0,U1>
P, = [|uop — P = |Jup — 2Ly || = |Jup — ———ua| = — /6.
1Pl = llvo = P (wo)ll = i = {21 af] = o — ]| = [luoll = V6
Grupo II1
a) Seja Bc = {e1, ez, e3} a base canénica de R? onde e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) e e3 =

(0,0,1). Como temos
T,(e1) = (7,0,0) = ver + Oez + Oes,
Ty (e2) = (0,—1,0) = Oey + leg + Oes,
T,Y(eg) = (2, 2, 1) = 2e1 + 2e9 + leg,
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podemos concluir que, por definigd3o de representagdo matricial, a matriz M(T,; Bc, Be) que

representa 1., em relagdo & base canénica de R3 & a matriz Ay

b) Como A, representa 7T, na base canénica de R3, os valores e vectores préprios da matriz
A, coincidem com os valores e vectores da transformagdo linear 7,. Seja p(A) o polinémio
caracteristico de A,. Entdo:

y—A 0 2
p(A) = det(Ay — M) = det 0 —-1-Xx 2 =(v=N(=1=XN)(1-=X),
0 0 1-A

uma vez que o determinante de uma matriz triangular superior é igual ao produto das entradas
na diagonal principal. Portanto {—1,1,7} s8o os valores préprios de A,. Temos 3 casos
a considerar:

Caso 1: Se v ¢ {—1,1}, entdo temos 3 valores préprios diferentes em R?®, pelo que a
matriz A, é diagonalizadvel. Note que nestes casos a multiplicidade algébrica (ma) de cada

valor préprio é igual a 1 e portanto a multiplicidade geométrica (mg) de cada valor préprio

valor préprio ‘ ma ‘ mg

também é 1. Em resumo: -1 1 1
1 1 1
vy 1 1

Caso 2: Seja y=1. Ent8o {—1,1} s8o os valores préprios de A; em que a multiplicidade

algébrica do primeiro valor préprio é 1 enquanto que a do segundo valor préprio é 2. Vamos

determinar a multiplicidade geométrica do segundo valor préprio (a do primeiro é obviamente
1): o espago préprio associado ao valor préprio A=1 é

0 0 2
0 -2 2.

0o 0 O

E(1) = Nuc(A; — 1I) = Nuc

Como car(A; — 1I) = 2, dim Nuc(A; — 1) = 1 e portanto a multiplicidade geométrica deste

valor préprio ‘ ma ‘ mg

valor préprio é 1. Em resumo: -1 1 1
1 2 1
pelo que a matriz A, para 7 = 1 ndo é diagonaizadvel, pois a multiplicidades algébrica

e geométrtica do valor préprio A =1 s8o diferentes.

Caso 3: Seja y=—1. Ent8o {—1,1} s8o os valores préprios de A; em que a multiplicidade
algébrica do primeiro valor préprio é 2 enquanto que a do segundo valor préprio é 1. Vamos
determinar a multiplicidade geométrica do primeiro valor préprio 0 Espago préprio associado

ao valor préprio A= —1 é
0 0 2
E(—1) =Nuc(A_1 —(-1)I) =Nuc| 0 0 2
0 0 2
pelo que a multiplicidade geométrica é igual a 2 (note que car(A_; — (—1)I) = 1). Em
valor proprio ‘ ma ‘ mg
resumo -1 2 | 2
1 1 1
e portanto A, para y= —1 é diagonalizéavel.

Conclusao: A, é diagonalizavel se e s6 se v # 1.
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Finalmente para construirmos uma base de R? formada por vectores préprios teremos que

determinar bases para os espagos préprios F(—1) e E(1) da matriz A, para 7y = —1:
0 0 2 0 0 1
E(-=1)=Nuc(A_; — (-DI)=Nuc| 0 0 2 | =Nuc| 0 0 0 | ={(z,y,2) eR3: z=0}
0 0 2 0 0 0
pelo que {(1,0,0),(0,1,0)} é uma base para E(—1);
-2 0 2 -1 0
E(1)=Nuc(A_1 —I)=Nuc| 0 -2 2 | =Nuc| 0 -1 1 ] =
0 0 O 0 0 O

={(z,y,2) ER3: —z+2=0, —y+2=0},

pelo que {(1,1,1)} é uma base de F(—1). Logo {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} é uma base de R? formada
por vectores préprios de A_j.

c) Temos que encontrar a solugfo geral do sistema cuja matriz aumentada é:

Conclui-se facilmente que o conjunto solugdo é S = {(z,0,1): vz =0}. Note que para

~v#0, S={(0,0,1)}. Para y=0, S={(z,0,1): x€R}.

Grupo IV
a) Usando o produto interno usual verifique que
(Au,v) = (u, ATv)

para qualquer matriz A € Mat,x,(R) e quaisquer vectores u,v € R".

Suponha agora que A = AT e sejam u e v vectores préprios de A associados a valores
préprios A e pu, respectivamente, tal que A # pu. Ent8o, usando a equagdo acima, Au =
Au, Av =puv e o axioma da linearidade do produto interno, obtém-se:

Mu, v) = (A, v) = (Au,v) = (u, ATv) = (u, Av) = (u, pv) = plu,v)

[0}

pelo que A(u,v) = p(u,v), isto
(A = ), ) = 0.

Se (u,v) # 0 ent&o conclui-se que A\ = p o que é absurdo. Conclusfo: (u,v) = 0, isto &

u e v sdo vectores ortogonais.

b) Como A é uma matriz simétrica entdo A é diagonalizdvel. Portanto podemos construir
uma base de R" formada por vectores préprios de A. Em seguida aplica-se o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt a cada base de cada espago préprio. Finalmente usa-se a
alinea a) para garantir que se obtém uma base ortogonal de R" formada por vectores préprios
de A considerando todas as bases ortogonais dos espagos préprios.

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (19/JANEIRO/2007)
2? fase, Alameda Duraga o: 3H

Cursos: LEGM, LEMat, LEAmb, LEAN, LMAC, MEAer, MEBiol, MEC, MEEC, MEFT, MEMec, MEQ
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Adverténcia: ha 7 enunciados parecidos...mas distintos

Teste 2 (1h30m de duragao): problemas’ I4 ‘ I5 ‘ 16 ‘ IIb ‘ IIc ‘ IId ‘ IT e ‘ IV b ‘

Resolucao

GRUPO I (9 valores)

Perguntas de escolha multipla

Cotagao de cada pergunta de escolha multipla: 1,5v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,5v.
1 2 3 4 5 6

C C C B B B

Respostas do Grupo I

1

a

1. Sejam a € R, A =

] . Sabendo que det(A) = —3, considere a seguinte lista de afirmacoes:

I) O escalar a =1 é o tinico valor que satisfaz det(4) = —3.

IT) O sistema Au = b é impossivel para algum a e alguma matriz coluna b € Matay(R).
1) det(—A) = —3 e det(A™1) = —1/3.
)

IV) car(A)=car([A|b]) para quaisquer a € R e b € Matyy1(R), onde [A|b] designa a matriz aumen-
tada.

A lista completa de afirmacgoes correctas é
A)Telll B) Il e III C)IllelV D)IelV

A afirmacdo I é falsa pois, det(A) = a® — 4, portanto a? — 4 = —3 tem duas solugdes diferentes.

A afirmagao II é falsa porque det(A) # 0 implica que o sistema Au = b é possivel e determinado
para qualquer b, e a tnica solucdo é u = A~ b,

A afirmacdo III é verdadeira porque: det(—A) = (—1)2det(A) e det(A~!) = detl(A).

A afirmagao IV é verdadeira, tendo det(A) # 0, car(A)=2, logo car([A]|b])=

2. Sejam A € Mat,x,(R), b € Mat,,«1(R) com b # 0. Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

A) Se xg é solucao de Au =0 e 1 é solugao de Au = b, entdao mxg — x1 é solucdo de Au = b.

B) O sistema Au = b é determinado se det(A) = 0.

C) Nuc(A4) C Nuc(A42?).

D) Se b é solugao de Au = b entao o escalar 1 nao é valor préprio de A.
A afirmagao A é falsa, porque A(wzg — 1) = TAxg — Axry = 70 — b = —b, uma vez que Axg =0e
Awl =b.

A afirmacao B é falsa, porque se det(A) = 0 entdao A é nao invertivel e portanto Au = b nunca serd
determinado.

A afirmacdo C é verdadeira. Para provar que Nuc(A) C Nuc(A?) teremos que provar que dado
u € Nuc(A) entdo u € Nuc(42%). Mas se u € Nuc(4), entdo Au = 0 o que implica A%y = A0 =0
muliplicando a equacdo Au = 0 por A. Isto significa que u € Nuc(A?).

A afirmacgao D é falsa, porque se b é solucdo de Au = b entao Ab =b. Como b # 0 concluimos que
o escalar 1 é valor préprio de A (e b é um vector préprio associado a este valor préprio).
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3. Seja B = {v1,v2} a base do subespaco linear W de R3, onde v1 = (1,1,1) e vo = (1,0, 1). Considere
a seguinte lista de afirmacoes:

1) (1,2,1) € W.

II) W ={(z,y,2) : ©—2z=0}.
III) As coordenadas vg do vector v = (2, 3,2) na base B sao vp = (2,1).
IV) Se vp = (3,—1) sao as coordenadas de v na base B, entao v = (2, 3,2).

A lista completa de afirmagées correctas é

A)lelV B) ITeIll C)LIlelV D) [ Il eIV

A afirmacao I é verdadeira, porque (1,2,1) = (1,1,1) + (1,0, 1), i.e. (1,2,1) é combinagao linear dos
vectores da base dada de W.
A afirmagao II é verdadeira, porque p.ex. dim(W)=2, dim{(z,y,z) : =z — 2z = 0} = 2 e os vectores
(1,1,1),(1,0,1) € {(x,y,2) : = —z = 0}, pelo que W tem diemsao 2 e é subespago de um espago de
dimensaao 2.
A afirmagao III é falsa, porque (2,3,2) # 2v; + lva.
A afirmagao IV é verdadeira, porque (2,3,2) = 3v; — 1vs.

4. Considere a base B = {v1,v2} de R? onde v; = (1,2),v3 = (0,1) e T : R? — R? a transformacao linear
1 -1

tal que M(T; B, B) = 4 4

. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A)
B)
C)
D)

(1,1) € Nuc(7).
7((2,3)) = (3,18).
Z

ero nao é valor préprio de T

T é injectiva.

A afirmacao A ¢é falsa, porque (1,1) € Nuc(7T') sse 1v; + 1vg € Nuc(A) onde A é a representagao de T’
na base B. Mas 1v; 4+ 1vy = (1,3) e (1,3) ¢ Nuc(A).
A afirmacao B é verdadeira. Para calcular 7'((2, 3)) temos que em primeiro lugar encontrar as coordenadas
vp de (2,3) na base B, depois Avp fornece as coordenadas de T'((2,3)) na base B, por definigdo de
2

3
representagdo matricial. Concretamente, (2,3) = 2v; — lug, A 1 =112l © finalmente

T((2,3)) = 301 + 1205 = (3,18).

A afirmacao C ¢é falsa, porque os valores préprios de T e da matriz A sdo iguais e 0 é valor préprio da
matriz uma vez que A é ndo invertivel.

A afirmacao D é falsa porque a injectividade de T é equivalente a verificar que dimNuc(A) = 0. Todavia
é 6bvio que dimNuc(A) =1 (=ntmero de colunas de A - car(A)).

5. Seja T : Py — Py definida por T'(p(z)) = p(—1)—p(1)2? onde P designa o espaco linear dos polinémios
de grau menor ou igual a 2. Considere a seguinte lista de afirmagoes:

I) T(1+2%) =2 — 222
1 -1 1
) M(T;B,B)=[0 0 0 |,onde B={l,z,2%} é a base canénica de Ps.
-1 -1 -1
IIT) T é sobrejectiva.
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IV) {1 — 22 —1+ 2%} é uma base para a imagem de T

A lista completa de afirmagoes correctas é

A)Ielll B)lell C)Illelv D)IlelV

A afirmacdo I é verdadeira, porque considerando p(z) = 1+ 22, entdo p(—1) = 2,p(1) = 2, pelo que
T(1+2?) =2— 222
A afirmacdo II é verdadeira, porque T(1) = 1 — 22 = 1 + 0z — 122 e assim obtém-se a primeira coluna da
matriz, por definicdo de representacio matricial. A segunda e terceira colunas resultam de T'(z) = —1—22
e T(x?) = 1 — 22, respectivamente.
A afirmagao 1T é falsa, porque T' é sobrejectiva sse dim(Im(7"))=dim(P;) porque Ps é o espago de chegada
de T. Ora dim(Im(7))=car(A)=2 e dimPs = 3.
A afirmacao IV é falsa, porque p.ex. os polindmios dados sao linearmente dependentes.

6. SejaW = {(z,y,2,w) € R* : x+y+2 =0} ep = (1,1,-2,0). Considere a seguinte lista de afirmacdes:
I) dim(Wt) =1.
IT) dist(p, W+)=0.
I11) dlst(p, W)=0.
V) {(1, 1,0),(0,1,-1,0),(0,0,0,1)} é uma base ortogonal de W.

A lista completa de afirmacoes correctas é
A)lell B) Ielll C)IllelV D) [ II, Ill e IV

A afirmacdo I é verdadeira, porque dim(W)=3, e portanto dim(W=) =1

A afirmacdo II é falsa, porque p € W, portanto dist(p, W) = ||p||.

A afirmacgéao III é verdadeira, porque p € W.

A afirmacgao IV é falsa, porque os vectores da lista formam de facto uma base de W, no entanto dois

deles nao sao ortogonais.

Nesta parte, Grupos II, IIT e IV, apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

GRUPO II (5 valores)

a a2—=1 0

Para cada parametro real «, seja A = |0 2« R3 — R a aplicacao definida por:

(@yld), (0,8r0) 24y 2|4

QO o Qw

a) Calcule det(A) e verifique que o sistema homogéneo Ax = 0 é indeterminado se e s6 se a = 0.
b) Determine o polinémio caracteristico e os valores préprios de A, em fungao de a.

c) Para a = 2 encontre bases para os espagos proprios de A e verifique se A é diagonalizavel (para o = 2).
d) Determine os valores de a para os quais (-,-) define um produto interno em R3.

e) Usando o(s) produto(s) interno(s) em R3 da alfnea d), calcule o dngulo entre os vectores u = (0, 1,0)
ev=(0,0,1).

Resolucao:

a) Usando a regra de Laplace na primeira coluna de A temos

det(A) = adet [2& a] = a(4a® — a?) = 3a°.

a 2o
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O sistema homogéneo Ax = 0 é indeterminado sse a matriz A for nio invertivel sse 3a® = 0. Logo a = 0
é o unico valor que torna o sistema homogéneo Ax = 0 indeterminado.
b) O polinémio caracteristico de A é, usando novamente a regra de Laplace na primeira coluna,

a—-X\ a’-1 0
p(A) =det(A — \I) = 0 200 — A o = (a—)\)det[

200 — A «Q ]_
0 o 200 — A\

o 200 — A\

(o — A)((Qa )2 - a2) = (a—N2a—-X—a)2a—-A+a)=(—a)?B3a—\).

Portanto {a, 3} s@o os valores préprios de A.

2 30
c) Paraa =2, A= |0 4 2| cujos valores préprios sao {2,6} por b). Observe que a multiplicidade
0 2 4

algébrica do primeiro valor préprio é 2 (raiz dupla de p())) enquanto que a multiplicidade algébrica
do segundo valor préprio é 1. Vamos determinar bases para cada espago proprio Fy e Fg. Como

03 0
Ey =Nuc(A —2I)=Nuc |0 2 2], concluimos que
0 2 2

Ey ={(z,y,2): 3y=0,2y+2z=0} = {(,0,0),z € R}.

Logo dimFy; = 1 (=multiplicidade geometrica) e {

—

1,0,0)} é uma base de Ey. Para o segundo valor

-4 3 0
préprio obtém-se Fg = Nuc(A—6I)= | 0 —2 2 |. Portanto
0 2 =2
3 3
Es ={(z,y,2): —do+3y=0,—2y+2z=0} ={(z,y,2) 1z = Zz,y =z} = (Zz,z,z),z € R}

Logo dimEs = 1 e {(2,1,1)} é uma sua base.
A matriz A (com a = 2) nao é diagonalizdvel uma vez que as muliplicidades algébrica e geometrica do
primeiro valor préprio nao sao iguais.
d) A aplicagdo (-, -) define um produto interno em R? sse a matriz for simétrica A = AT e todos os valores
préprios de A forem reais estritamente positivos.

Ora A = AT implica a? — 1 =0, i.e. A é simétrica somente para o € {—1,1}. Finalmente usando b)

concluimos que (-,-) define um produto interno em R? sse o = 1.

e) Por definigdo o angulo £(u,v) entre os vectores u = (0,1,0) e v = (0,0,1) é arccos HS\TIQI}’L))II' Usando a
100 ] 0 0
matriz A= [0 2 1| com a =1, veja d), temos (u,v) = |0 1 O]A 0| = [0 2 1} 0| =1,
01 2 ) 1 1
0 0]
llul] = /(u,u) = [O 1 O} Alll = [0 2 1} 1| = V2 e analogamente ||v|| = v/2. Portanto,
0 0

1 1 s
u = T O = I = = .
£(u,v) = arcc S pop — AICCOS 5 = 3

GRUPO III (4 valores)

11 2
Considere as matrizes A = |1 2| eb = %
1 3 3
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a) Determine todas as solugoes de minimos quadrados associadas ao sistema Ax = b.

b) Foi observado que os lucros obtidos pelo venda de um automével novo na Unido Europeia nas 3
primeiras semanas foram:

Semana 1 2 13

Lucros (em milhoes de euros) | 1,5 | 0,5 | 3

Vamos representar as semanas por z e o lucro semanal por . Encontre a recta y = a+ Sz de minimos
quadrados relacionando = e y. Use a recta obtida para estimar os lucros na semana 6.

Resolugao:

Neste caso, temos AT = , ATh = . Note que como as colunas de A sao

~ s ~ ~ . N N x
a) As solugoes de minimos quadrados de Ax = b sdo as solucdes do sistema AT A2 = ATb, onde & = 1] .
23

x2
LUy 306
123 6 14 :

vectores linearmente independentes, existe uma tinica solucao de minimos quadrados. Tendo as matrizes

] |

b) Note que 1,5 = % e 0,5 = % Queremos determinar a recta y = « + Bx que melhor aproxima os

NN

AT A e ATb podemos recorrer, p.ex., ao método de eliminacio para obter & = [

a+ﬁ=%
pontos (1, %), (2, %), (3,3),ie. . a+28= % . Portanto as matrizes dos coeficientes deste sistema sao as
a+38=3

matrizes A e b acima indicadas e a solucdo de minimos quadrados da-nos a recta que melhor aproxima

os dados da tabela (note que os sitema Ax = b é impossvell). Por a) temos a = %,ﬁ = %. Portanto a

recta é y = é + %IL‘. Portanto para x = 6 temos y = % + % = 1—34 ~ 4,66 milhoes de euros.

GRUPO IV (2 valores)

Sejam A € Mat,xp(R) e b € Mat,«1(R). Considere o sistema linear Au = b e designe por S o seu
conjunto solucdo. Seja ainda o sistema AT Av = ATb e S5 o seu conjunto solucao.

a) Prove que S C Ss.
b) Prove que S1 = So se Sy # 0.

Resolugao:

a) Para provar que S; C Sy temos que provar que dado u € S7 entdo u € Sy. Ora isto é trivial uma vez
que Au = b implica AT Au = ATb, multiplicando Au = b por AT.

b) Por a) basta provar que Sa C S;. Seja v € So. Queremos provar que v € S1. Como S; # ) concluimos
que b € C4 onde Cy4 designa o espago gerado pelas colunas de A (note que Av € C4 para qualquer vector
v). Portanto Av —b € Cy4.

Provamos agora que Av — b € Cj o complemento ortogonal do espago das colunas de A. Ora se
AT Av = ATb entdo AT (Av —b) = 0 pelo que Av — b € Nuc(AT). Por outro lado Nuc(AT) = C4 (uma
vez que Cq = L7 e L7 = Nuc(AT)). Logo Av —b € CaNCy, mas C4 NCx = {0} pelo que Av —b =0
logo Av = b, portanto v € Sj. QED.

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Sec ca o de Algebra e Analise

TESTE DE ALGEBRA LINEAR (19/0UTUBRO/2007)
LEAmb, LEMat, LQ, MEBiol, MEQ Duragao: 45m
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Nome do Alwwno:_____

Nd4amero: Curso:_________________

Adverténcia: ha 6 enunciados parecidos.... mas distintos

Cotacgao das perguntas de escolha multipla: 0,6v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,2v.

1 2 3 1
1. Para cada parametro real o sejam A, = |4 5 6| e by = | 2 |. Considere as seguintes
7 8 3a 3a
afirmacoes:
I) O sistema A,u = b, é impossivel para qualquer valor de a.

IT) O sistema A,u = b, é impossivel para pelo menos um valor de a.

III) O sistema A,u = by é possivel para qualquer valor de «.

IV) A matriz A, é invertivel para o = —3.

A lista completa de afirmacoes correctas é
OI, II O III, IV X II, IV O 11, II1

Resolucao: Usando o método de eliminacao de Gauss temos

1 2 3 1 . 1 2 3 1 1 2 3 1
4 5 6 2 :;ﬂfﬁ’ 0 -3 —6 -2 —2L42->5-L3 0 -3 —6 —2
7 8 3a |3« 0 -6 3a—-21|a—-"7 0 0 3a—-9|3a-3

a afirmac ao I é falsa, assim como III uma vez que A,u = b, €é impossivel para o = 3.

e portanto

11 2
2. Seja A= |0 2 1| el a matriz identidade 3 x 3. Considere as seguintes afirmagdes:
0 01

I) (1,0,0) é solugao do sistema homogéneo Au = 0.
) car(A~1)=3.
1) det(A — M) = (1 — A\)%(2 — \) para qualquer A € R.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

OLII KILII OLII  OLILIII

Resolugao: Como A é invertivel, o sistema Au = 0 é possivel e determinado, cuja tnica solugao é

1 0

u = (0,0,0). Ou entao verifique que A |0| # [0|. Portanto I é falsa. A afirmagao II é claramente

0 0

verdadeira uma vez que sendo A invertivel, car(A) = car(A~!) = 3. A afirmagcao I1I é verdadeira

porque A — Al é uma matriz triangular superior, pelo que so seu determinante é igual ao produto

das entradas da diagonal principal de A — A\l (que coincide com a expressao da afirmagao III).

3. Sejam A, B € Mat,,x,,(R) com det(A) = 1. Considere as seguintes afirmagoes:

I) det(aA) = adet(A) para qualquer a € R.
IT) AB invertivel se e s6 se B invertivel.

III) Os sistemas homogéneos (AB)u = 0 ¢ Bu = 0 tém o mesmo conjunto solucao.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

OLII KILII OLII  OLILIII

1



Resolugao: A afirmagao I é falsa: a equagao correcta é det(aA) = o™ det(A). A afirmacao II é equivalente
a: det(AB) # 0 sse det(B) # 0. Mas como det(A) # 0 e det(AB) = det(A) det(B), concluimos que
IT é verdadeira. A afirmagao II também é verdadeira porque dado que A é invertivel (AB)u = b sse
Bu=A"'0 mas A='0 = 0 donde Bu = 0.

4. Escreva a matriz A = [a;;] € Mataxa(R) definida por a;; = (i — j) e determine A~L.

-1
[0.7 valores] Resolucao: Temos [011 a12] = [O ]

a  aa 10
. . 1 0 1 .
E facilmente concluimos que A™" = L ol usando p.ex. o método de Gauss-Jordan.
1 3 0
5. Considere as seguintes matrizes A = |0 —1| € Matgx2(R) e b= [1| € Matsx1(R).
0 1 1

a) Calcule det(AT A) e verifique se AT A é invertivel. [1.0 valores]
b) Determine o conjunto solugao do sistema linear Au =b. [0.5 valores]
¢) Determine o conjunto solucdo do sistema linear (A7 A)x = ATb. [0.5 valores]

Resolugao: por defini¢cdo de transposta e produto matricial temos:
1 1
0 O 3 . ATh— 0 .
3 -1 0 3 11 0
a) Assim det(ATA) =11 — 9 = 2. Como det(AT A) # 0 concluimos que AT A é invertivel.
b) Usando o método de eliminagio de Gauss facilmente concluimos que o sistema Au = b € impossivel,

A: 5 ATA:A:

pelo que o conjunto solugao deste sistema € S = ().
¢) Podemos usar novamenteo método de eliminacdo de Gauss para concluir que o conjunto solug¢io de
(ATA)x = ATb ¢ S = {(0,0)}. Mais fdcil ainda: observar que a matriz AT A ¢ invertivel pelo que o

sistema (homogéneo) (AT A)x = ATb € determinado, e que portanto o seu conjunto solugdo é S = {(0,0)}.

6. Sejam A € Maty,xm(R) e b € Mat,»1(R). Designe por S; o conjunto solugdo de Au = b e por S o
conjunto solucio de (AT A)x = ATb. Prove que S; C Sy. [0.7 valores]

Resolugao: Temos que provar que r1 € S1 = x1 € So, i.e. dado x1 solugcao de Au = b, entdo o mesmo
x1 também ¢é solucio de (AT A)x = ATb. De forma equivalente, temos que provar que:

Azy = b= (ATA)z; = ATb.

Mas isto é trivial, pois basta multiplicar a equacdo matricial Az, = b pela matriz AT para obter
(AT A)zy = ATb, como pertendido. Como observacdo, note-se que pelo problema 5, podemos conclu-
wir que em geral S1 # Ss.

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Andlise

TESTE DE ALGEBRA LINEAR (04/DEZEMBRO /2007)
LEAmb, LEMat, LQ, MEBiol, MEQ Duracdo o: 45m

Nome do Alvno:_

Adverténcia: ha 7 enunciados parecidos.... mas distintos

Cotacgao das perguntas de escolha multipla: 0,6v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,2v.
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1 1 1

1. Seja A =
-2 -2 -2

] e C4 o espaco colunas de A. Considere as seguintes afirmagoes:

I) O conjunto {(x,y) € R?: [x y} A = [0]} é um subespaco linear de R2.

< O R

IT) dim(Nuc(A)) = 1.
I11) dim(C4) = 1.
IV) Ca = {(z,y) € R?: 22 +y=0}.

A lista completa de afirmacoes correctas é

O I, I glIrL Iv O II, 111 X III, IV

Resolugao: Usando o produto matricial [:n y} A = (x — 2y)(x + y), pelo que o conjunto dado

< O 8

na afirmacdo I ndo é subespaco linear de R®. Portanto I é falsa. Como car(A)=1, pelo que
dim(Nuc(A))=n" de colunas de A-car(A)=3-1=2 e dim(C4) = car(A) = 1. Portanto a afirmacio IT
é falsa e a afirmagao III é verdadeira. A afirmacao IV é veradeira pois {(1,—2)} é uma base para
Ca ("colunas de A que correspondem as colunas com pivdé na matriz final em escada de linhas”)
e por outro lado facilmente concluimos que o mesmo vector também é uma base para a recta
{(z,y) € R?: 22 +y=0}.

2. Seja vy = (1,2,3),v9 = (3,2,1) e v3 = v1 +vo. Considere U = L({v1,v2}) o subespago de R? gerado
por v1,ve e V = L({v3}) o subespaco de R? gerado por vs. Considere as seguintes afirmagoes:

I) Os vectores vy, va,v3 geram R3.

III) dim(U + V) = 2.

)
IT) Os vectores vy, v2, v3 sdo linearmente dependentes.
)
IV) dm(UNV)=1.

A lista completa de afirmacoes correctas é
a1, I1, 111 X II, III, IV OI, II O III, IV

Resolugao: Por definigdo o vector vs é combinagao linear de vy, ve, portanto vy, ve,v3 geram um plano
em R? (note que v; e v3 nao sdo colineares. Logo a caracteristica da matriz 3x3 cujas colunas sdo
os 3 vectores é igual a 3 — verifique!). Portanto a afirmagao I é falsa. A afirmagcao II é verdadeira
porque vs é combinagao linear de vy,v5. Como V C U, temos que U+ V =U e UNV =U. Como
dim(V)=1 e dim(U)=2, podemos concluir que as afrimacoes III e IV sao verdadeiras.

3. As coordenadas vp do vector v = (3,2,0) na base ordenada B = {(1,1,-1),(1,0,2),(1,1,0)} de
R3 sdo: O vp = (1,2,0) X vg = (2,1,0) Owvg = (1,0,2) Owvg = (0,1,2)

Resolugao: Sendo vp = (a1, 9,a3) as coordenadas de v na base B, entdo v = ajv1 + aovy + asvs.
Facilmente determinamos que a1 =2, ag =1 e ag = 0.

4. Considere o espago linear Py dos polinémios de grau < 2 na varidvel x e o seguinte subespaco linear
V={pePy: p(—2) =0}. Considere as seguintes afirmagoes:

D) px)=1+x—x2€V.
1) dim(V) = 2.



1) {2 +x,—4 +x?} é uma base de V.

A lista completa de afirmacoes correctas é
Ol1 O1II O 111 X 11, 11T

Resolugao: Sendo p(z) =1+ 2 —2% p(—2)=1-2—(-2)2 =1-2—4 = —5 portanto p(—2) # 0 logo a
afirmacio I é falsa. Dado um elemento p(z) = a+bx+cz? em Py, p € V sse p(—2) = a—2b+4c = 0,
pelo que

p(x) = (2b — 4¢) + bx + cx® = b(2 + z) + c(—4 + z?)

portanto {2 + x, —4 + x?} gera V, como sdo linearmente independentes (nio sdo colineares) con-
cluimos que a afirmacao III é verdadeira.

1 00
5. Considere a seguinte matriz A = (1 2 0f.
1 11

a) Determine o polinémio caracteristico e os valores préprios de A.
b) Encontre bases para os espagos préprios de A
c) Verifique se A é diagonalizavel.

6. Seja E = {f : R — R} o espago linear das fungoes reais de varidvel real munido com as operagoes
habituais. Considere V' =L({f1, f2}) o subespago de E gerado pelas fungoes fi, f2, onde para cada
a,b € R define-se fi(t) = e e fo(t) = €. Determine dim(V'), para cada a, b.

Resolucao:

5 a) O polinémio caracteristico de A é

1-XA 0 0
pA) =det(A—A)=det| 1 2-X 0 |=(1-N*2-N\).
1 1 1-2X

Como os zeros de p(A) s@o os valores préprios de A, concluimos que {1,2} sao os valores préprios de A.

5 b) O espago préprio associado a A =1 é

0 0 11
E(1) = Nuc(A—1I) = Nuc |1 1 = Nuc [0 0 = {(z,y,2) ER3: z +y =0}
11 0 0

o O O
o O O

={(~y,y,2) ER®: y,z € R},
pelo que {(—1,1,0),(0,0,1)} é uma base de E(1).

O espaco préprio E(2) associado ao valor préprio A = 2 é

-1 0 0 10 0
E(2)=Nuc(A—2[)=Nuc|1 0 0| =Nuc|0 1 —1| ={(z,y,2) €R*:2 =0,y —2=0}
1 -1 00 0

={(0,2,2) €R®: 2 € R}

portanto {(0,1,1)} é uma base de E(2).



5 ¢) Como ma(l) = mg(1) e ma(2) = mg(2) concluimos que a matriz A é diagonalizavel. (onde ma
designa a multiplicidade algébrica e mg a multiplicidade geométrica)

1 sea=b

2 sea#b

E ébvio que se a = b, entdao dim(V)=1, uma vez que neste caso f; = fo # 0.

6) A resposta é dim(V)=

Vamos entao supor que a # b e provar que f1, fo sdo linearmente independentes. Sejam a1, as € R
tais que
a1 fi(t) + aafa(t) = 0, para todo t € R (%)

Entao fazendo t = 0 em (*) obtém-se a; + aa = 0 e por outro lado usando ¢ = 1 em (*) obtém-se
are® 4+ age? = 0. Ora a tnica solucio destas duas equacdes é de facto a solucdo trivial a; = ap = 0 uma
vez que a # b. (Verifique!!)

1.2 Exames sem resolucao

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secg ao de Algebra e Analise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (24/JUNHO/2005)
(Semestre Alternativo, Alameda) Durag ao: 3h
Nome de Alvno:
Ndamero de Aluno:
Curso:________ Turma:

Adverténcia: ha 8 enunciados parecidos.... mas distintos

preencher por: Aluno Docente:

Resposta

Pergunta Classificacao

(pégina)
Grupo I 1
Grupo II (1a)
Grupo II (1b)
Grupo 1T (1c)
Grupo II (1d)

(

(

(

Grupo II (1le)

Grupo II (2a)
Grupo II (2b)

Grupo 111 ‘

TOTAL

GRUPO I (9 valores)

Perguntas de escolha multipla

Cotagao de cada pergunta de escolha multipla: 1.5v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,5v.

1 2 3 4 5 6

Respostas do Grupo I (a preencher pelo Aluno)




. Considere o espaco linear Matg2(R) das matrizes quadradas 2 x 2, munido das operagoes habituais,
e a seguinte lista de afirmacgoes:

I) Existe uma transformacio linear 7 : R3 — R? injectiva.
IT) O conjunto {M € Matay2(R) : M é invertivel} é um subespago linear de Matgxo(R).

III) O conjunto {M € Matay2(R) : M = —M'} é um subespaco linear de Matyyo(R) de dimensdo
1.

A lista completa de afirmagcées correctas é

A)IeIll B)II C)III DI

. Considere o espago linear V' = L({v1,v2}) gerado pelos vectores v1 = (1,1,1) e va = (1,1,0).
Considere ainda a base ordenada B = {v;,v2} de V e a seguinte lista de afirmagoes:

I) O vector de coordenadas em relacao & base B do vector v = (4,4,1) € V é (4,4,1).
II
III
v

O vector de coordenadas em relagao & base B do vector v = (4,4,1) € V é (1, 3).

)
)
) O vector v € V' cujo vector de coordenadas em relacao a base B é vg = (1,—1) é v = (0,0,1).
) Os vectores vy, v2,v] — v2 sdo linearmente independentes.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)lellelV B) IIlelV C) Il eIl D)Iell

b
. Seja A = “ 1] . Sabendo que det A = —2, considere a seguinte lista de afirmacdes:
a
20 2
I) det ¢ blo_

2a 1+0D

IT) 0 nao é valor préprio de A.
20 2

1) det |24 20 — 4.
2a 2

IV) A é nao-singular.
A lista completa de afirmagées correctas é

A)lelllelV  B)lellelV  C)lelll D)IlelV.

. Seja A uma matriz 2 x 2 invertivel e a seguinte lista de afirmagoes:

I) A matriz dos cofactores de A é invertivel.
II) A matriz A nao tem duas linhas iguais.

III) A matriz A nado tem nenhum 0 na diagonal principal

A lista completa de afirmagées correctas é

A)lellelll  B)Ielll C)lelll D)Ilell

. Seja {,) a aplicacdo que associa um escalar a cada par de vectores de R? definida da seguinte forma:

{(x,y), (a,b)) = 3za + xb+ ya + yb.

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?



A) Esta aplicacio define um produto interno em R? em que, por exemplo, ||(1,0)|| = v/3.

B) Esta aplicacdo nao define um produto interno em R?, porque existem vectores u,v,w € R?
tais que (u + v, w) # (u, w) + (v, w).

C) Esta aplicacdo ndo define um produto interno em R?, porque existem vectores u,v € R? tais
que (u,v) # (v, ).

D) Esta aplicacio ndo define um produto interno em R?, porque existe um vector u € R? ndo
nulo tal que (u,u) <0.

6. Considere em R? o produto interno usual e os vectores v; = (1,1,1),v9 = (—1,2,—1). Seja E =
L({v1}) o espaco gerado por v;. Considere ainda a seguinte lista de afirmacoes:

I) A dimensdo do complemento ortogonal E+ de E é 1, isto é, dim(E+) = 1.
II) O conjunto {vy,ve,v1 — v2} é uma base de R3, pois dim(R?) = 3.

IIT) Existe um vector v € E nao nulo tal que a projeccao ortogonal de v sobre E é v, isto é,
Pg(v) = v para algum v € E* nao nulo.

IV) A distancia de v1 a E é 0 e a distancia de v; a E+ é /3.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)lellelll  B)IleIlV  C)lelll D)IV

Nesta parte do exame, IT 1, IT 2 e III, apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

GRUPO II (9 valores)

Considere, para cada parametro real v, a matriz A, e o vector v, definidos por:

A, =

— N W2
o O O O
o O O O
— N W 2
N W 2

1. a) Determine o escalar A € R, em funcao do parametro, tal que A v, = Av,.

b) Discuta as dimensées do Nuc(A,) e do espago C4, gerado pelas colunas de A,, em fungao de 7.

)

)

c¢) Determine, em fungao de v, bases para Nuc(A,) e Ca. .

d) Determine, em funcao de +, os valores préprios de A,.
)

e) Identifique os valores de «y para os quais A, é diagonalizdvel.

2. Considere o espago linear real Matayx2(R) das matrizes 2 x 2 e a transformacao linear
T : Matayo(R) — Matayo(R) definida por

1 3
T(X)=tr(X .
(X) = t(X) [2 1]
onde tr(X) designa o traco da matriz X (i.e., a soma das entradas da diagonal principal de X).
a) Determine v tal que a matriz que representa T relativamente & base ordenada Be de Mataoxo(R) seja

10|l fo 1] [o o] oo
AV’OndeBC_{lo 0]’[0 0]’[1 0]’[0 1

} e A, é a matriz introduzida no inicio do grupo II.

6



b) Resolva, em Matax2(R), a equagao linear T'(X) = [; i’] .

GRUPO III (2 valores)

Seja T : R? — R? uma transformacao linear tal que qualquer vector (ndo nulo) é vector préprio de 7T
Denote por I : R? — R? a transformacdo identidade, i.e. I(u) = u para qualquer u € R?. Prove que
entao existe um escalar A tal que T'= AI.



Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Andlise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (08/JULHO,/2005)

(Semestre Alternativo, Alameda) Duracao: 3h
Nome do Alwwno:_______________________________ __ __ _

Nd4mero do Alwwo:

Adverténcia: ha 8 enunciados parecidos.... mas distintos

preencher por Aluno Docente

Pergunta ‘ Resposta(pég.) ‘ Classificacao
Grupo 1 1
Grupo II (1a)
Grupo II (1b)
Grupo IT (1¢)
Grupo 1T (1d)

(

(

(

Grupo II (1le)

Grupo II (2a)
Grupo II (2b)

Grupo III

TOTAL

GRUPO T (9 valores)

Perguntas de escolha multipla

Cotagao de cada pergunta de escolha multipla: 1.5v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,5v.

1 2 3 4 5 6

Respostas do Grupo I (a preencher pelo Aluno)

1. Considere o espaco linear Py dos polindémios, na variavel x, de grau menor ou igual a dois munido
das operagoes habituais, e a seguinte lista de afirmagoes:

I) O conjunto {p € P2 : p(0)p(x) = 2} é um subespaco linear de Ps.
IT) O conjunto {p € P2 : p(x) = p(0)} é um subespaco linear de Py de dimensao 2.
III) O conjunto {1 +x,1 —x + x2,2 + x?} nao gera Ps.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)III B)II C)I D)Ilelll

2. Considere F e F os subespacos lineares de R* definidos por: E = L({v1,v2}) é o espaco gerado
pelos vectores v; = (1,—1,0,0) e v = (1,—1,1,1) e F = {(x,y,z,w) € R* : & +y = 0}. Considere
ainda a seguinte lista de afirmacoes:



A lista completa de afirmacoes correctas é

A)lell B) Ielll C)lellelllelIV D) Il e IV
1 -2 D— 5 0 ,S:% 1
-2 4 0 0

3. Sejam A =
-2

1] . Considere a seguinte lista de afirmacoes:

I) A matriz A é diagonalizdvel.

I1) A=SDS 1.

)
IT) Os vectores v1 = (1,—2) e vo = (—2,—1) sado vectores préprios da matriz A.
)
IV) D = SAS~.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A) III B)IelV C)lellelll D)IellelV

4. Seja A € Matoyo(Z) uma matriz do tipo 2 x 2 com entradas nos inteiros Z, det(A) = 1 e B €
Matgxl(R).

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

A) Existe uma matriz B tal que o sistema AX = B é indeterminado.
B) A solucio de AX = B é X = BA~! porque A é invertivel.
C) det(A*) = kdet(A) para cada k € Z.

D) A matriz inversa de A também tem todas as entradas em Z.

5. Seja T : R® — R? a transformacdo linear definida por T(z,y,2) = (z +y + 2,20 —y) e A =
M (T; Begs, Beg2) a representacao matricial de T nas bases canénicas de R? e R?, respectivamente.
Considere a seguinte lista de afirmacoes:

I)A:111.
2 -1 0
1 2

I A= |1 —1|.
1 0

III) A transformagao linear T" é sobrejectiva.

IV) A transformagao linear 7" é injectiva.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)IelV  B)lelll C)IlelV  D)Ielll

1 1 11

6. Considere o produto interno usual em R*, E = Nuc(A) onde A = L 111

] e a seguinte

lista de afirmagées:



I

II
111
v

A dimensao do complemento ortogonal E+ é 2, isto é, dim(E+) = 2.
O conjunto {(1,—1,0,0),(0,0,1,—1)} constitui uma base ortogonal de E.
O angulo entre os vectores v; = (0,1,1,0) e vo = (0,1,0,0) é de 7/4 radianos (i.e. 45°).

)
)
)
) O conjunto {(0,1),(1,0)} constitui uma base para o espaco das colunas C4 de A.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)I B)II C)III D)lellelllelV

Nesta parte, II 1, IT 2 e III, apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

GRUPO II (9 valores)

1 0 p
Para cada parametro real 3, seja Az = [0 B 0| e (-,-): R3 x R?* — R a aplicacdo definida por:
g 0 1
a
(z,y,2),(a,b,c)) = [m Yy z} Ag | b
c

1. a) Prove que a matriz Ag ¢ singular se e sé se 3 € {—1,0,1}.

b) Determine, em funcao de (3, os valores préprios de Ag.

)

)
c¢) Diga, justificando, para que valores de [ a matriz Ap ¢ diagonalizavel.
d) Para que valores de 3 a aplicacdo (-,-) define um produto interno em R3?
)

e) Para os valores de 3 encontrados na alinea anterior, calcule ||(0,1,0)||.

2. Seja Py o espaco linear real dos polinémios, na variavel x, de grau menor ou igual a 2 e Be = {1,x,x?}
a base candnica de Py. Seja T : Py — Po a transformacao linear tal que a matriz que representa T em
Bcé Ay (B =1), onde Ag é a matriz introduzida no inicio do grupo II.

a) Verifique se ¢(x) = x é um vector préprio de T'.

b) Resolva, em Py, a equagao linear T'(p) = x.
GRUPO III (2 valores)

Uma matriz R € Matzx3(R) diz-se de rotagdo se R~! = R” e det(R) = 1, onde R” designa a matriz
transposta de R. Dada uma matriz de rotacio R € Matzx3(R), prove que R fixa um vector v € R? nao
nulo (i.e., Rv = v para algum v # 0).

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Andlise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (05/JANEIRO/2006)
Cursos: LEC, LEIC-Alameda, LEN e LET Duracao: 3h
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Nome do Aluvno:__________________________________________ Niumero:___________

Adverténcia: ha 8 enunciados parecidos....mas distintos

Teste 2 (1h30m de duragao) para alunos da LEIC: problemas’ 14 ‘ I5 ‘ 16 ‘ IIa ‘ IIb ‘ IIc ‘ IV b ‘

preencher por Aluno Docente

’ Pergunta ‘ Resposta(pég.) ‘ Classificacao ‘
Grupo I 1
Grupo II (a)
Grupo II (b)
Grupo IT (c)
Grupo IIT (a
Grupo IIT (b
(
(

Grupo IV (a
Grupo IV (b

)
)
)
)

TOTAL

GRUPO I (9 valores)

Perguntas de escolha multipla

Cotagao de cada pergunta de escolha multipla: 1,5v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,5v.

1 2 3 4 5 6

Respostas do Grupo I (a preencher pelo Aluno)

1. Seja S, o sistema de equacoes lineares representado matricialmente por

2 0 2 T 1
0 3 « yl =10
-2 0 -2] |2 a?
onde a € C é um parametro complexo. Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A) Existem infinitos valores de o para os quais o sistema de equagoes S, é possivel.

B) Existe mais do que um valor de a para os quais o sistema S, é possivel e tem grau de
indeterminacao 1.

C) Existem exactamente dois valores de « para os quais o sistema S, é possivel e tem grau de
indeterminacgao 2.

D) Existe exactamente um valor de o para o qual o sistema S, é possivel.
-1

2. Seja A = . Considere a seguinte lista de afirmagoes:

W W = W
o NN
O N =
o O O

I) A matriz A é nao invertivel.
IT) A entrada (1,4) da matriz inversa de A é igual a 0.

III) A matriz A% ¢ invertivel.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)I  B)Ilelll C)II  D)II

11



3. Para cada k seja Vi = {(z,y) € R?: o+ ky = k> -1, kx+y=1—k}. Considere a seguinte lista
de afirmagoes:
I) O conjunto Vj, é um subespaco linear de R? para um tnico valor de k.
IT) dim(Vy) =1e {(1,1)} é uma base de V; (onde V; designa V}, fazendo k = 1).
III) As coordenadas de v = (a, b) na base ordenada {(1,1),(1,—1)} sao (“TH’, QT_b)

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)I  B)Ielll C)Ilelll  D)II

C
4. Seja A = 2] . Sabendo que det(A) = 3, considere a seguinte lista de afirmagdes:
4

QR
SIS

a 1 2
I) det [a b c] = —12.
4 8 16

II) b # 2a.
IT1) det(—3A) = —9.

A lista completa de afirmagoes correctas é

A)I B)II C)III D)lell

5. Seja T : R? — R? uma transformacio linear, v; e vy dois vectores préprios associados aos valores
proprios A; = 1 e Ao = —1, respectivamente. Considere a seguinte lista de afirmacoes:

I

II
111
v

) O vector v1 + vy também é vector préprio de T
) A1+ A2 é um valor préprio de T'.

) A transformacao T é diagonalizavel.

) T é invertivel.

A lista completa de afirmacoes correctas é

A)lelll B)IlelV C)lellelllelV  D)IlelV

6. Seja T : R3 — R* a transformacao linear definida por T(z,y,z2) = (v +2y,x — y,z,2 —2) e A =
M (T; Begs, Begs) a representacdo matricial de T nas bases canénicas de R3 e R, respectivamente.
Considere a seguinte lista de afirmacoes:

1 2 0
1 -1 0
D) A= 1 0 0
1 0 -1
1 1 1
II) A=|2 -1 0 0
0 0 0 -1

IIT) A transformacao linear T é sobrejectiva.

IV) A transformagao linear 7" é injectiva.

A lista completa de afirmacées correctas é

A)I  B)II C)lelll D)IlelV

12




Nesta parte, Grupos II, III e IV, apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

GRUPO II (4 valores)

o = O

1 «
Para cada parametro real «, seja A, = |0 0, e () : R®xR3 — R a aplicacio
« 1

definida por:
a

(e9.2). (abe) = [o y 2] Ao |b

a) Determine os valores préprios de A,, em fungdo de «. Justifique que A, é diagonalizavel
para cada .

b) Encontre os valores de o para os quais (-,-) define um produto interno em R3.

c) Para os valores de « encontrados na alinea anterior, calcule a distancia de ugp = (1,1,1) a
S ={(w,y,2) €R®: y=0}.

GRUPO IIT (4 valores)

Seja Pa o espago linear dos polinémios de grau menor ou igual a 2, na varidvel = e {1,3;,3:2} a sua
base canénica. Considere a transformacdo linear T': Py — R3 cuja representacdo matricial nas bases

1 2 3
canonicas é a matriz A= [4 5 6].
789
a) Determine bases para o nicleo e contradominio de 7T'.
b) Resolva, em Ps, a equacao T'(p(x)) = (1,4, 7).
GRUPO IV (3 valores)

Seja E um espago Euclidiano real de dimensao finita, F' um subespaco de E e Br = {uj,ug, - ,up}
uma base de F. Considere T : F — E a transformagao linear definida como se segue:

T(v) = Z <<U’ui> ui, ve k.

i— Ug, ul>

a) Prove que Nuc(T) = F*. Conclua que T é invertivel se e s6 se F' = E.

b) Seja A um valor préprio de T. Prove que \ € Rar.

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Sec ca o de Algebra e Andlise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (08/FEVEREIRO/2007)
2? fase, Alameda Duraga o: 3H

Cursos: LEGM, LEMat, LEAmb, LEAN, LMAC, MEAer, MEBiol, MEC, MEEC, MEFT, MEMec, MEQ
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Nome do Aluvno:__________________________________________ Niumero:___________

Adverténcia: ha 7 enunciados parecidos...mas distintos

preencher por Aluno Docente

Pergunta ‘ Resposta(pag.) ‘ Classificacao
Grupo I 1
(a)

Grupo II (b)
Grupo II (c)
Grupo II (d)
Grupo IIT (a
Grupo IIT (b
Grupo IITI (c)
(
(

)
)

Grupo IV (a)
Grupo IV (b)

TOTAL

GRUPO T (9 valores)

Perguntas de escolha multipla

Cotacgao de cada pergunta de escolha multipla: 1,5v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,5v.

1 2 3 4 5 6

Respostas do Grupo I (a preencher pelo Aluno)

a 1 1 1 2
, To = , Tl = eb=

Se xg é solucao de A u = b, entao o = 1.

1. Para cada a € R seja Ay = . Considere a seguinte lista

de afirmagoes:

I

111

)

IT) Se 1 é solugao do sistema homogéneo Ay,u = 0, entdo o = 1.
) Para o =1, xg + k1 é solugdo de Aju = b, para todo o k € R.
)

IV) Se A, for invertivel, entdo u = A,b é a tnica solucio do sistema A u = b.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)Ielll B) Il e III C)IllelV D)LILITelV

2. Considere os vectores v; = (1,1,1),v2 = (1,2, 3). Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

=

Os vectores v e vy geram uma recta em R3.

Q w

O vector w = (1,1, —2) é ortogonal a v € a vs.

=)

)
) O conjunto {v,v2,v1 +v2} é uma base de R3.
)
)

As coordenadas de u = (5,7,9) na base B = {v1,v2} de L({v1,v2}) s@o up = (3,2).

14



3. Para cada a € R, seja A = {a 1] € Mat«2(R). Considere a seguinte lista de afirmagoes:

a’ a
a 1|

II) AT A ¢ invertivel para algum a.

1) ATA =

IIT) Existe mais do que uma solucio de minimos quadrados associada ao sistema ATu = b, para
algum b € Matay (R).

IV) A matriz AAT é invertivel para algum a € R.

A lista completa de afirmacoes correctas é

A)Iell B)Ielll C)IllelV D)IelV

11
4. Considere T : R? — Py a transformacao linear tal que M(T; Bc, Bc) = [2 2], onde P; designa o

espaco dos polinémios de grau menor ou igual a 1, na varidvel x. Bc designa base canénica de R? e
P1, respectivamente. Qual das seguintes afirmacgoes é verdadeira?

A) (1,1) € Nuc(T).

B) T é injectiva.

C) T((2,3)) = (5, 10).
D) T((2,3)) =5+ 10x.

5. Para cada v € R, seja A, = . Considere a seguinte lista de afirmagdes:

2 O =
O = O
—_ o 2

I) A matriz A, é diagonalizdvel para algum ~.
II) A matriz A, é diagonal para todo o 7.
III) Se w = (1,0,1) € Nuc(A,) entdo v = —1.

)

IV) O vector v = (0,1,0) é um vector préprio de A,, pois Ayv = lv para todo o 7.

A lista completa de afirmagoes correctas é

A)LIlelll B)LHIelV C)Illelv D)L IIlelV

6. SejaW = {(z,y,2,w) € R*: x+y+2 =0} ep = (1,0,—1,0). Considere a seguinte lista de afirmacdes:
1) dim(W) = 3.
1) dist(p, W+)=0
III) dist(p, W)=0.
1v) {(0,1,-1,0),(1,0,—1,0),(0,0,0,1)} é uma base ortogonal de W.

A lista completa de afirmacoes correctas é

A)Iell B)Ielll C)IIelV  D)Ielll

Nesta parte, Grupos 11, III e IV, apresente todos os calculos e justificacoes relevantes
15



GRUPO II (5 valores)

1 2 1 4
Para cada a e [ escalares reais, considere as matrizes A, = |2 1 —1| ebg = | 2 |. Seja ainda
0 3 3« 60

T : R3 — R? a transformacao linear tal que a sua representacio matricial na base canénica é dada pela
matriz A; (isto é, A, tomando « = 1).

a) Determine os valores de v e 3 para os quais Aqu = bg é possivel e indeterminado.
b) Determine o conjunto soluc¢ao do sistema Aju = by, com a = 3 = 1.
c¢) Verifique se T' é injectiva ou sobrejectiva e determine uma base para a imagem de 7.

d) Determine o angulo £ T(u),T(v)) entre os vectores T'(u) e T'(v) onde u = (1,1,1) e v = (2,0,2),
usando o produto interno usual.

GRUPO III (4 valores)
0
P=11

)

= = O
OO

1 0 1
0 0l eD= |0
01 0

O N O
N OO

2
Considere as matrizes A = |0
0 -1

a) Calcule a matriz inversa de P.

b) Determine os valores préprios de A, bases para cada espago préprio e justifique que A é diagonalizavel.
Justifique também que temos A = PDP~!, sem fazer calculos.

c¢) Calcule a entrada (3,2) da matriz A1°.

Resolucao:
GRUPO IV (2 valores)

Sejam A € Mat,x,(R) e B € Matyxn(R), e designe por L4, Lpa 0s espagos gerados pelas linhas de A e
BA, respectivamente.

a) Prove que Nuc(A) C Nuc(BA) e Lpa C L4.

b) Sendo B invertivel, prove que Nuc(A) = Nuc(BA) e Lpa = L.

Resolucao:

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Andlise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (11/JANEIRO/2008)

LEAmb, LEMat, LQ, MEBiol, MEQ Duracao: 3H
Nome do Alvwno:__________________________________________ Nimero:___________
Curso:____ ______________________ Turma:____

Adverténcia: ha 9 enunciados parecidos...mas distintos

Teste 3 (1h30m de duracgao): problemas’IE)‘16‘I7‘18‘IIa‘IIb‘IIc‘IId‘IVb‘

GRUPO I (8 valores)

Perguntas de escolha multipla
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Cotacgao de cada pergunta de escolha multipla: 1v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,3v.

1. Para cada parametro real «, considere o sistema de equagoes lineares cuja matriz aumentada [A|b]

1 1 ol
¢l 0 a 0 |« |. Considere as seguintes afirmacoes:
a 0 —-1]1
I) Se (2, , 1) ¢ solucao de Au = b, entao o = 1.

II
111
v

O sistema Au = b é possivel e indeterminado para um tnico valor de .

) O sistema Au = b é possivel e determinado para um tnico valor de «.
) O sistema Au = b é impossivel para um tnico valor de a.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)LII  B)ILIV C)LIV  D)ILII

2. Sejam a,b € R, A = e P=

1
(1) 0 ] tais que det(A) = 1. Considere a seguinte lista

de afirmagdes:
I) det(PA)=det(AP) =
1) det(24) =
III) det ((I + P)(A3+2A42 + 1)) =0, onde I designa a matriz identidade 2 x 2.
IV) A entrada (1,2) de A=! ¢ b.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A) 11, 111 B) I IV C) 111, IV D) II, IV

3. Para cada a € R sejam v; = (1,0,0,2),v2 = (1,0,1,0) e v3 = (2,0,1,a). Seja ainda V =
L({v1,v2,v3}). Considere a seguinte lista de afirmagdes:

I) Os vectores v1,v2,v3 sdo linearmente dependentes para um unico valor de a.
II) dim(V)=3 para a # 2.
III) O conjunto {v1,v2} é uma base de V para a = 2.

IV) dim(V)=3 para qualquer valor de a.
A lista completa de afirmagoes correctas é

A)ILIILIV  B)LILII C)LIV D)ILII
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4. Seja W = {(x,y,z,w) € R*: . +y + 2z +w = 0}. Considere a seguinte lista de afirmacdes:

1) dim(W) = 1.
1) {(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(1,0,0,—1)} é uma base de W.

1) {(1,1,1,1)} é uma base de W+, usando o produto interno usual.
A lista completa de afirmacoes correctas é

A)LII B)ILOI C)LII  D)ILILII

5. Considere a base canénica Bc={ej,es} de R? e T : R? — R? a transformacio linear tal que
0

M(T; Be, Be) = [1

-1
0 ] . Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A
B
C

D) Para quaisquer u,v € R?, A(u, v) = 4<T(u), T(v)), onde £ designa o angulo.

(1,—1) € Nuc(T).

((2,3)) = (2,-3).

T((
O escalar A = 0 é valor préprio de T

)
)
)
) P

6. Sejam v; = (2,1,0),v2 = (=1,0,1),p = (1,1,1) e E = L({v1,v2}) o subespaco linear de R? gerado
por v1 e vy. Usando o produto interno usual em R3, considere a seguinte lista de afirmacdes:

I) dim(E*) = 1.
1) {(1,2,1)} é uma base de E*.
III) {(-1,0,1),(1,1,1)} é uma base ortogonal de E.

IV) dist(p, E) = 0.
A lista completa de afirmacées correctas é

A)LILIII  B)ILILIV C)LIULIV  D)IIILII IV

7. Seja F' o espago linear das fungoes de R para R, infinitamente diferenciaveis e T': F' — F' a aplicao
linear T'(f) = f’, onde f’ designa a derivada de f. Considere a lista de afirmagoes:

I) Para cada a € R, a fungdo f(x) = e* é um vector préprio de 7.

IT) Se f é um polinémio de grau 99, entdao T'(f) também é um polinémio de grau 99.
III) T ¢é injectiva.
IV) O ntimero de valores préprios de 7' é finito.

A lista completa de afirmagoes correctas é

A)I B)II C)III D)LIV

i =1+ 2y
8. Considere o sistema de equagoes diferenciais com valor inicial: yh = 3yo
y1(0) =8 e y2(0) = 5.
A solucao deste sistema é:
A) y1(t) = 3e3t + 5el, yo(t) = bet B) y1(t) = 8e?, ya(t) = 5e3t
C) yi(t) = 3¢’ + e, yz(t) 5’ D) yi(t) = 3¢’ + 5e*, ya(t) = 5™
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GRUPO II (4 valores)
Considere as transformacoes lineares 77 : R? — R3 e T : R? — R? definidas como se segue:
Tl ((:Ea y)) = (Syv T — 3ya _2?/)’ TQ((ma Y, Z)) = (:C +y + Zy X + 22)

a) Determine as representacoes matricias de 77 e T nas bases canonicas.

b) Determine bases para Im(7) e Nuc(T3) e verifique que dim (Im(77) N Nuc(73)) = 0.
¢) Resolva a equagao linear Tg((:z:, y,z)) = (3,3).

d) Determine T5 o T’ ((,y)).

Resolucao:
GRUPO III (5 valores)
« 0 0
Para cada parametro real o, seja A = 0 20 a |, e () xR? — R a aplicacio definida por:
21 2
((z,ylD), (@;b, ch = Yy Z]A b

C

a) Calcule det(A) e verifique que o sistema homogéneo Au = 0 é indeterminado se e s6 se o = 0.

b) Determine o polinémio caracteristico e os valores préprios de A, em funcao de «.

c) Para a = 3 encontre bases para os espagos préprios de A e verifique se A é diagonalizivel (para o = 3).
d) Determine os valores de a para os quais (-,-) define um produto interno em R3.

e) Usando o(s) produto(s) interno(s) em R? da alinea d), calcule ||(0,1,0)]|.

Resolucao:
GRUPO IV (3 valores)
Seja S = {v1,v2, -+ ,vx} um conjunto nao vazio de vectores linearmente independentes em R™,
E = L(S) o subespaco linear de R™ gerado por S e Pg a projeccao ortogonal sobre E. Considere a
matriz A = [v; vy - - - v] € Mat,xx(R) cuja coluna j é o vector v; escrito em coluna, j = 1,--- , k, e seja

Q= A(ATA)~1AT,
a) Prove que Q = QT e Q? = Q.

’b) Prove que Pg(u) = Q(u) para todo u € R™.

Resolucao:

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Andlise

EXAME DE ALGEBRA LINEAR (25/JANEIRO/2008)

LEAmb, LEMat, LQ, MEBiol, MEQ Duracao: 3H
Nome do Alwvno:__________________________________________ Nimero:___________
Curso:____ ______________________ Turma:____

Adverténcia: ha 5 enunciados parecidos...mas distintos

GRUPO I (8 valores)

Perguntas de escolha multipla
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Cotacgao de cada pergunta de escolha multipla: 1v. Resposta em branco: Ov. Resposta errada: -0,3v.

1. Para cada parametro real «, considere o sistema de equagoes lineares cuja matriz aumentada [A|b]

1 1 o]l
¢l 0 a 0 |a |.Considere as seguintes afirmagoes:
a 0 =11

I

11
111
v

) Existe pelo menos um valor de « tal que (0,0,1) é solucao de Au = b.

) A matriz A é invertivel se e s6 se a # 0.

) O sistema Au = b é possivel e determinado para um tnico valor de a.

) O sistema Au = b é possivel e indeterminado para um tnico valor de a.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)ILIV  B)NLIV C)LII  D)LII

2. Sejam a,b € R, A = —bb abz e P = _01 _01 ] tais que det(A) = 1. Considere a seguinte
lista de afirmacoes:
I) b=0.
II) det(PA)=det(AP) = 1.
IIT) det(24) = 4.
IV) det ((P —I)(A® — A% + 1)) =0, onde I designa a matriz identidade 2 x 2.

A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)ILIV  B)ILIV C)LII  D)LII

11
a a

3. Para cada a € R sejam A =

] e v = (1,1). Considere a seguinte lista de afirmagoes:

I) A =0 é valor préprio de A, para qualquer a.
IT) Se v é vector préprio de A, entdo a = —1.
1) p(A) = A% — (1 + a)A é o polindmio caracterfstico de A.

IV) Se A tem um valor préprio duplo, entao a = 0.
A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)ILIV  B)ILIV C)LII  D)LII

4. Sejam W = {(z,y,z,w) ER*: 2 +y+2z+w=0} ev; = (-1,1,0,0),v3 = (—1,0,1,0). Considere
a seguinte lista de afirmacoes:
I) vy e W.
II) dim(W) = 3.
III) {v1,v2} é uma base de W.
A lista completa de afirmagées correctas é

A)LIII  B)ILII  C)LILII  D)ILII

5. Considere a base canénica Bce={ej,es} de R? e T : R? — R? a transformacido linear tal que
1 -1

L1 Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

M(T; Be, Be) = [
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A
B

) (1,1) € Nuce(T).

) T((2,3)) = (=1, -5).

C) O escalar A = 0 é valor préprio de T
) T

D) T((z,z)) = (0,2z), para qualquer z € R.

6. Sejam v; = (—1,0,1),v9 = (2,1,0),v3 = (1,2,1) e E = L({v1,v2}) o subespaco linear de R? gerado
por v; e vy. Usando o produto interno usual em R3, considere a seguinte lista de afirmacdes:

I) dim(E+) = 1.
II) {v3} é uma base de E*.
)

IT) {v1,v1 + v2} é uma base ortonormada de E.

IV) dist(2vs, E)=2(dist(v3, E)).

A lista completa de afirmagoes correctas é

A)LIV B)LHOI  C)ILIV D)IILIV

7. Seja Po o espaco linear dos polinémios de grau menor ou igual a 2, na varidvel z e T : Py — Py a
transformagao linear definida por T'(p) = p’ — p, onde p’ designa a derivada de p. Considere a lista de

afirmacoes:

) T(1+z +22%) =2 — 22

1) O polinémio nulo p(z) = 0 + 0x + 022 ¢ Nuc(T).
III) A = —1 é um valor préprio de T'.

IV) O polinémio nulo p(x) = 0 + 0z + 022 é vector préprio de T
A lista completa de afirmacgoes correctas é

A)LIV B)LII  C)ILIV D)IILIV

8. Seja S o conjunto solugdo da equagao diferencial y'(t) = 2y(t). Considere as seguintes fungoes
y1(t) = €, yo(t) = e + 7, y3(t) = me*  yu(t) = 7.

Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A) yi,y2,y3€ S B) yi,y2, 14 €S C) yi,y3,u €S D) y2,y3,74 € S

GRUPO II (6 valores)

110 «
~ . 110 -1
Para cada parametro real «, sejam A = e b= .
1 01 -1
1 0 1 Q
a) Verifique que o sistema Au = b é possivel se e s6 se o = —1.
b) Justifique que o sistema (AT A)i = ATb é indeterminado para qualquer a.

c) Prove que que F = {a € R?: (AT A)ii = ATb} é subespaco linear se e 56 se o = 1.

d) Para cada «a, determine todas as solugoes de minimos quadrados do sistema Au = b.

e) Determine dist(Aa, Cj), onde 4 é uma solu¢do de minimos quadrados de Au = b e C’j designa o
complemento ortogonal do espaco colunas C'4 de A.

Resolucao:

GRUPO III (4 valores)
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Considere as transformacoes lineares T : R? — R3 e T : R? — R3 definidas como se segue:
T ((xayv Z)) = (2I +2,y,T+ Z)a TQ((«T,y, Z)) = (CC —Z,Y,—T+ 2’2)

Sejam A; e Ay as representacdes matricias de T e Th, respectivamente, na base canénica de R3.
a) Determine A; e Ajs.
b) Verifique que 77 e T» sao transformagoes lineares invertiveis.
¢) Prove que os polinémios caracteristicos de A; e Ay sdo iguais e justifique que ambas sao diagonalizaveis.
d) Verifique que T;l((:c,y, z)) = Tl((q:,y, z)) para qualquer (z,y, z) € R3.
Resolugao:

GRUPO IV (2 valores)

Sejam A, B matrizes reais n xn e (u,v) = > u;v; o produto interno usual do espaco linear E=Mat,,»1(R)
tais que: (u,v) = (Au, Bv), para quaisquer u,v € E. Prove que A e B sdo matrizes invertiveis e que
além disso temos A~ = BT,

2 Consultar exames em:
http://www.math.ist.utl.pt /~ppinto/AL/exames.html
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